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DE APRENDIZAJE

Estudio STEAM sobre las conicas

Esta situacién de aprendizaje sobre el estudio STEAM de las conicas es una herramienta eficaz para integrar los ele-
mentos curriculares del estudio de las conicas mediante tareas y actividades significativas y relevantes para resolver
problemas de manera creativa y cooperativa, reforzando la autoestima, la autonomia, la reflexién y la responsabilidad.
Se parte de una experiencia previa, como es la introduccién histérica, y estd convenientemente contextualizada y es
muy respetuosa con el proceso de desarrollo integral del alumnado en todas sus dimensiones, teniendo en cuenta sus
potencialidades, intereses y necesidades, asi como las diferentes formas de comprender la realidad, como se muestra
en las aplicaciones de las cénicas.

I Orientaciones de posibles contenidos para desarrollar la Situacion de Aprendizaje

© Introduccién histérica: se puede buscar informacién sobre algunos matemadticos destacados en el estudio de
las cénicas como por ejemplo Menecmo (350 a.C.), Apolonio (262-190 a.C.), Arquimedes (287-212 a.C.),
Hipatia (370-415 a.C.), Descartes (1596-1650), Kepler (1570-1630), Newton (1642-1727), etc.
© Aplicaciones de la circunferencia.
Se pueden buscar aplicaciones en:
* Los transportes: por ejemplo, las ruedas de la bicicleta, de los coches, de los tre-
nes, etc.
* El deporte: por ejemplo, los balones de baloncesto, de futbol, la superficie de las
canchas de baloncesto, de los campos de fatbol, etc.

* La naturaleza: por ejemplo, los anillos que se ven en la madera al cortar el tronco
de un drbol y que nos dan informacién sobre su significado.

© Aplicaciones de la elipse

Se pueden buscar aplicaciones en:

* Astronomia: las leyes de Kepler.

« Optica: la fabricacién de lentes elipticas.

* Medicina: la desintegracién de célculos renales con un ditotriptor».
O Aplicaciones de la hipérbola.

Puedes buscar aplicaciones similares a la elipse y también consultar sobre:

. ., L. . . , Litotriptor
* El sistema de navegacién Loran (long range navigation, su acrénimo en inglés).

* El reloj de sol. Desde hace mucho tiempo se sabe que, cuando el Sol recorre el cielo a lo largo de un dia, la
sombra que proyecta un objeto fijo describe una hipérbola.
O Aplicaciones de la pardbola.
* Antenas parabélicas: un satélite envia informacién dirigida a la Tierra, siendo los rayos perpendiculares a la
directriz independientes de la distancia a la que se encuentre el satélite.
* Faros de automéviles y telescopios: rayos de luz perpendiculares a la directriz y reflejados por un paraboloi-
de (pardbola en tres dimensiones).

Reloj de sol.
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D Trabajo de programacién en 2D

Generar en GeoGebra 2D los siguientes elementos: la circunferencia, las posiciones de la circunferencia con respecto
a una recta o dos circunferencias, la potencia de un punto respecto a una circunferencia, el eje radical de dos circun-
ferencias, el centro radical de tres circunferencias, la elipse, la hipérbola y la pardbola, el sistema solar en 2D, proble-
mas de lugares geométricos como la mediatriz de un segmento, la bisectriz de un dngulo o la circunferencia.

n Trabajo de programacion en 3D

Generar en GeoGebra 3D los siguientes elementos: el cono de Apolonio, las secciones cénicas, el sistema solar en
3D vy las siguientes cuddricas: el elipsoide, el hiperboloide de una hoja y de dos hojas, el paraboloide eliptico y el hi-
perbdlico.

M Ecuaciones de las cuddricas

* Esfera: x* + y> + 2° = R*

. , X 2 2
/Clrcunferenaa o Elipsoide: x_z + % + Z_2 -1
Elipse a ¢ 5 5 )
= * Hiperboloide de una hoja: x_2 + }/—2 - Z—z =1
Pardbola b c
: 2 2
/ * Hiperboloide de dos hojas: X~ + - — 2= 1
a b

/ Hipérbola

ﬂ2

2 2
* Paraboloide eliptico: z = X v
b2
2 2

* Paraboloide hiperbdlico: z = X _ )
a b

* Impresién en 3D

Imprimir en 3D el cono de Apolonio y las cuddricas.

* Trabajo en video

Realizar un video con las distintas formas de las secciones cénicas para dar origen a circunferencias, elipses, hipér-
bolas y pardbolas.

* Jardineria
Construir un jardin con cénicas: elipse, hipérbola y parabola.

Es muy conocido el «<método del jardinero» para dibujar la elipse, como se representa en el dibujo.




TRABAJO REALIZADO POR UNO DE LOS GRUPOS DE ALUMNOS

HISTORIA DE LAS CONICAS Y SUS APLICACIONES

Alo largo de la historia hubo muchos investigadores que
fueron hallando, perfeccionando y descubriendo todo
aquello relacionado con las cénicas.

Circulo

Se denomina seccion conica o simplemente conica a la
curva interseccion de un cono con un plano que no pasa
por su Vértice. Si el plano es perpendicular al eje del
cono, la interseccidn resultante es un circulo. Si el plano
esta ligeramente inclinado, el resultado es una elipse. Si
el plano es paralelo al costado del cono, se produce una
parabola y si el plano corta ambas extensiones se pro-
duce una hipérbola.

Parabola

Hipérbola

El surgimiento de las secciones cénicas esta estrechamente ligado a la resolucion de uno de los tres mas
famosos problemas matematicos de la historia antigua de la Grecia helénica. Estos problemas consistian
en hacer lo siguiente, sin usar mas que un compas y una regla -de un solo lado- sin marcas:

e  Cuadrar un circulo
e Trisecar un angulo
e Duplicar un cubo

Por el afio 433 a. C. una peste asolé Grecia. Las autoridades consultaron el oraculo acerca de
cdémo contrarrestar la epidemia, la respuesta fue que debia duplicarse el altar cibico dedicado
a Apolo, a fin de obtener méas ofrenda. Con asombro y sin comprenderlo, los trabajadores
observaban que, lejos de duplicar el volumen del cubo, éste se hacia ocho veces mas grande.
Era, ni mas ni menos, que un problema de duplicacién del cubo.

De estos gedmetras, matematicos y filésofos sobresalen los siguientes:

- Menecmo (380-320 a.C.) fue discipulo de Platén y Eudoxo, y
tutor de Alejandro Magno, como Aristételes. Su estudio teérico
de las secciones cénicas fue célebre en la antigliedad, por eso es-
tas curvas tuvieron el nombre de curvas de Menecmo. Trat6 de
resolver el problema de la duplicacion del cubo, utilizando la pa-
rbola y la hipérbola, pero quien descubrié estas curvas fue el
matematico griego Apolonio (262-190 A.C.) el primero en estu-
diar detalladamente las curvas cénicas y encontrar la propiedad
plana que las definia.
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- Apolonio descubrid que las conicas se podian clasificar en tres tipos a los que dio
el nombre de: elipses, hipérbolas y parabolas. Apolonio demostr6é que las curvas
conicas tienen muchas propiedades interesantes. Quizas las propiedades mas intere-
santes y Utiles que descubrié Apolonio de las cdnicas son las llamadas propiedades
de reflexion.

- Arguimedes (287-212 a.C.) logr6 incendiar las naves romanas du-
rante la defensa de Siracusa usando las propiedades de los espejos pa-
rabélicos.

En la actualidad esta propiedad se utiliza para los radares, las antenas
de television y espejos solares. La propiedad analoga, que nos dice
gue un rayo que parte del foco se refleja paralelamente al eje sirve
para que los faros de los automoviles concentren el haz en la direccion
<= de la carretera o para estufas. En el caso de los espejos hiperbdlicos,
la luz proveniente de uno de los focos se refleja como si viniera del
otro foco, esta propiedad se utiliza en los grandes estadios para con-
seguir una superficie mayor iluminada.

7

-Hipatia de Alejandria (355-370 a.C.): es la primera mujer matematica de a/ '
la que se tiene conocimiento razonablemente seguro y detallado. La obra de
esta mujer marca un punto de inflexion entre la cultura del razonamiento
griego y el oscurantismo del mundo medieval. De su obra se conoce muy
poco, aun asi se sabe que fue autora de tres importantes trabajos: un comen-
tario a la Aritmética de Diofanto de Alejandria, el Candn Astronémico y un

comentario a las Secciones Conicas de Apolonio de Perga.

- René Descartes (1596-1650): desarrollé un método para relacionar las curvas con ecuaciones. Este
método es la llamada Geometria Analitica. En la Geometria Analitica
las curvas conicas se pueden representar por ecuaciones de segundo
grado en las variables x e y. El resultado mas sorprendente de la Geo-
metria Analitica es que todas las ecuaciones de segundo grado en dos
variables representan secciones conicas, esto se lo debemos a Jan de
Witt (1629-1672). Sin lugar a dudas las cénicas son las curvas mas im-
portantes que la geometria ofrece a la fisica.

Por ejemplo, las propiedades de reflexion son de gran utilidad en la 6p-
tica. Pero sin duda lo que las hace mas importantes en la fisica es el
hecho de que las drbitas de los planetas alrededor del sol sean elipses y
que, mas aun, la trayectoria de cualquier cuerpo sometido a una fuerza
gravitatoria es una curva conica.
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- Johannes Kepler (1570-1630) descubrié que las orbitas de los planetas alrede-
dor del sol son elipses que tienen al sol como uno de sus focos en el caso de la
tierra la excentricidad es 0.017 y los demas planetas varian desde 0.004 de Nep-
tuno a 0.250 de Pluton. Mas tarde el célebre matematico y fisico inglés Isaac New-
ton (1642-1727) demostrd que la orbita de un cuerpo alrededor de una fuerza de

tipo gravitatorio es siempre una curva conica.

- José Maria Arias Cabezas nacié en 1948, Espafia (Ledn). Es profesor de ESO y Bachillerato en el
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Auténoma de Madrid. Asignatura: TICM: Tecnologias de la informacién y la comunicacion aplicadas
a la educacion matematica de ESO y Bachillerato. Autor de Matematicas de ESO y Bachillerato de la
editorial Brufio del grupo ANAYA. Es el creador de un jardin matematico, probablemente el Gnico de
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El jardin consta de una serie de plantas y flores que forman cénicas (parabola, hipérbolas, elipses, circu-

los). También ha publicado diversos libros de texto de Matematicas.
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Ahora bien, gracias a los descubrimientos y trabajos realizados por esta comunidad de cientificos, filo-
sofos y matematicos podemos aplicar en nuestro dia a dia sus hallazgos.

Aplicaciones de la elipse: aparte de su uti-
lidad en la fisica, tiene una importancia en
la medicina ya que para la desintegracion
de calculos renales se utiliza un aparato lla-
mado "litotriptor”, usando un reflector elip-
tico para que concentre las ondas de cho-
que producidas por un generador de ondas
en el calculo. En odptica se utilizan lentes
elipticas. Asimismo, en arquitectura, se
construyen techos elipsoidales (llamados
comunmente capilla de los secretos) donde se puede oir a una persona ubicada en un
foco desde otro foco y la otra persona que se encuentra en el medio de los dos, no podran
escuchar nada. En astronomia, ya que las orbitas que describen los planetas alrededor
del Sol son elipticas, aunque esta técnica también se aplica a las orbitas de los &tomos.

Aplicaciones de la parabola: se utiliza por
ejemplo en las antenas parabdlicas, donde un
satélite envia informacion dirigida a la Tierra
siendo los rayos perpendiculares a la directriz
dependiendo de la distancia a la que se en-
cuentre el satélite. Luego, al reflejarse en el
plato de la antena, los rayos convergen en el
foco en donde conectado a un receptor deco-
difica la informacion. Esta propiedad es apli-
cada también en las lamparas sordas y faros
de automoviles, siendo los rayos de luz per-
pendiculares a la directriz y reflejados por un
paraboloide (pardbola en tres dimensiones),
esta propiedad también se aplica a los hornos solares, telescopios y algunos micréfonos
utilizados en los deportes. También podemos ver su aplicacion en los cables colgantes,
que tienen forma parabdlica, los chorros de agua que salen de un surtidor.

Aplicaciones de la hipérbola: Comparte propie-
dades similares a las de la elipse, si se dirige un haz
de luz dirigida a un foco f se reflejara antes de lle-
gar a él en la hipérbola en direccion del foco f'.
Ademaés el sistema de navegacion Loran (long
range navigation, su acronimo en inglés) utiliza la
propiedad de reflexion de la hipérbola (basandose
en unas estaciones de radio maestra y otra secun-
daria que son percibidas por un barco en altamar).
También podemos considerar que el espejo tiene
forma hiperbolica, ya que si un rayo de luz que parte de uno de los focos choca contra
el espejo, se refleja directamente alejandose del otro foco. Respecto a los cometas, cual-
quiera que provenga del exterior del Sistema Solar y sea atraido por el Sol describira
una orbita hiperbolica, teniendo un foco al sol y saldra nuevamente del sistema solar.
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Sin  embargo destaca sobre cualquier otra aplicacion el reloj de Sol.
Desde hace mucho tiempo se sabe que, cuando el Sol recorre el cielo a lo largo de un
dia, la sombra que proyecta un objeto fijo describe una curva cénica. Esto se puede
comprobar experimentalmente si se va marcando, por ejemplo, cada media hora, sobre
una superficie plana el limite de la sombra que proyecta un objeto cualquiera. Los relo-
jes de sol se fundamentan en este hecho. Estan provistos de un marcador o estilete,
Ilamado gnomon, que proyecta su sombra sobre una superficie plana donde estan sefia-
lizadas las horas. El extremo de la sombra indica la hora solar correspondiente.

El sol, por lo lejano que estd, se considera como un foco puntual de luz. La linea imagi-
naria que le une con el extremo del gnomon recorre a lo largo del dia parte de la super-
ficie de un cono, también imaginario. La superficie de este cono se corta por el plano
del reloj donde se observa la sombra del extremo del gnomon. Por eso, la trayectoria
que sigue esa sombra es la de una cénica.

o Aplicaciones de la circunferencia: se aplica a diversos campos, de los cuales sobresalen:

o En musica: los cds son una placa circular con un borde que termina siendo una circunferencia.
Al centro se observa un orificio redondo que sirve para tomar el cd y para que la radio lo repro-
duzca. Estas piezas de la electronica requieren de mucha precisién para su correcto funciona-
miento. Por lo tanto para su fabricacion se usan las técnicas del radio y el diametro.

o Enlas armas: se utiliza para designar a los calibres de las diferentes armas que existen, en las
cuales el cafion por el que salen las balas del arma debe ser medido el tamafio de su didmetro
usando una medida milimétrica para lograrlo.

o Eneltransporte: destacan las ruedas de los medios de transporte, por ejem-
plo las de la bicicleta. Desde el centro de la rueda salen una cantidad de
alambres delgados, los rayos, que equivaldrian a los radios de la rueda, los
cuales mantienen su forma circular caracteristica.

o Enel deporte: se aplica en los balones, en las canchas de baloncesto, en los
campos de futbol...

o Enlanaturaleza: si nos detenemos a mirar un poco a nuestro alrededor ob-
servaremos que al cortar el tronco de un arbol, vemos que presenta muchos
anillos y gracias al tamafio de cada uno de esto, su diametro, podemos saber
qué edad tiene el arbol.
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Conicas como lugares
geometricos

’i Secciones conicas y circunferencia

) Posiciones relativas de rectas y circunferencias
@ Elipse

™ Hipérbola

™ Parabola y problemas de lugares geométricos

N\
Y

;Para qué sirven las conicas? ELABORA

en tu cuaderno una portada
con una imagen y un breve
texto de una aplicacién de
las conicas.

Existen aplicaciones de las conicas en muchas actividades relacionadas con STEAM. Por
mencionar un ejemplo del campo de la Fisica, el enunciado de la primera ley de Kepler
dice: «Todos los planetas se desplazan alrededor del Sol describiendo 6rbitas elipticas. El
Sol se encuentra en uno de los focos de la elipse».
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SECCIONES CONICAS Y CIRCUNFERENCIA

AY —== EXPLORA ,

P(x, ) . Aplica el teorema de Pitagoras al tridngulo rectangulo del dibujo, escribiendo los cuadra-
dos de los catetos en el primer miembro. ;Qué formula obtienes?

! ®

VX

[EED SECCIONES CONICAS

Las secciones cénicas son las intersecciones de un plano, que no pasa por el vértice,
con un cono doble. Segtin sea la inclinacién y la posicién del plano respecto del eje y
de la generatriz del cono doble, da origen a elipses, hipérbolas o pardbolas. La circun-
ferencia es un caso particular de la elipse.

, , Circunferencia Elipse Hipérbola Paribola
Circunferencia
Elipse Eje Eje Z ?/ Eje
Paribola Generatriz Generatriz Generatriz 4 Generatriz
/ J
Hipérbola Circunferencia Hipérbola Pardbola

Cono de Apolonio.

Elplano es perpendicu- = El plano es oblicuo | El plano es paralelo | El plano es oblicuo
lar al eje y no pasa por | al eje y no es para- | al eje. Se obtienen | al eje y paralelo a

.7 ;. . .
_1] Halla la ecuacién general | ¢ véreice. lelo a la generatriz. | dos curvas. la generatriz.
de la circunferencia que

tiene el centro en el punto

C2. 3) y sadio R~ 4 JE®) CIRCUNFERENCIA DE CENTRO C(a, b) Y RADIO R

AY

EJERCICIO RESUELTO

La circunferencia de centro C(a, b) y radio R es el lugar geométrico de los puntos del
plano cuya distancia al centro es R. Su ecuacién es:

(x—a)+(y-06°=R’

( )R x4 La ecuacién general de la circunferencia es:
2,3
2. .2 _
. X X +y +mx+ny+p=0
~ Es una ecuacién de 2.° grado en dos variables x, 3 tal que los coeficientes de x’yde y2
son iguales y no aparece el término en xy
(x=2"+(@-31=4= Dada la ecuacién general de la circunferencia, para hallar el centro y el radio se aplica:

X —4x+4+y -6y+9=16=

x2+y2—4x—6_y—3=0 - <_ﬁ —£> =+ a’+b?
Clab)=C(-2, -1 R=\a*+b>—p

AY
m Demostracién en detalle en la pagina 250.

EJERCICIO RESUELTO

Halla el centro y el radio de la circunferencia: x* + y> — 8x— 10y + 32 = 0

c<§ 120> _Cl4,5)

R=vV4>+52-32 =4/16+25-32=v/9 =3

V<




IEE) POTENCIA DE UN PUNTO RESPECTO A UNA CIRCUNFERENCIA

La potencia de un punto P, respecto a una circunferencia ¢, es el producto constan-
te de los segmentos:

— Observa|——

Ay Bson los puntos de interseccion de
una recta que pasa por P con la circun-

ferencia.
p=PA.PB
Para obtener la potencia de un punto respecto a una circunferencia se sustituyen las
coordenadas del punto P en la ecuacién general de la circunferencia.
Un punto P es exterior a la circunferecia, estd en ella o es interior, segin la potencia sea
positiva, nula o negativa.
EJERCICIO RESUELTO AY
B
_3 | Halla la potencia del punto P(- 4, 2) respecto de la siguiente circunferencia. A
Haz el dibujo y comprueba que, como es positivo, el punto P estd en el exterior.
. 2 _ — = =
c:a’+y*—8x-6y+21=0 P=(44.2) X
pPc)= (-4 +2°-8-(-4)-6-2+21= g
=16+4+32-12+21=061
) EJEY CENTRO RADICAL
El eje radical de dos circunferencias es el lugar geométrico de los puntos del plano que
tienen igual potencia respecto de las dos circunferencias.
Si las dos circunferencias se cortan, es la recta que pasa por los dos puntos de corte.
Para hallar la ecuacién del eje radical se restan las dos ecuaciones de la circunferencia;
si alguno de los coeficientes de x* e y* es distinto de uno, se divide previamente por su
coeficiente.
EJERCICIO RESUELTO
_4 | Halla el eje radical de las siguientes circunferencias. Haz el dibujo con las dos
circunferencias y el eje radical. ¥
c:x?+y?+6x+2y+6=0
o x’+ y? -4y-6=0 q,
Restando las dos ecuaciones obtenemos: g
L/
- C
6x+0y+12=0 ! Xky+ 240
Simplificando entre 6 obtenemos:
x+y+2=0
Se define el centro radical de 3 circunferencias como el punto que tiene igual poten-
cia respecto a las 3 circunferencias. Para hallarlo, se determinan dos ejes radicales y se
resuelve el sistema obtenido.
~ ELABORA
(. R
L Dibuja la circunferencia que tiene el centro en el origen de L Halla la potencia del punto P(5, 1) respecto de la siguiente
coordenadas, y radio, R = 4, y halla mentalmente su ecuacién. circunferencia. Haz el dibujo.
x2+y2+06x—6y+13=0
2 Dibuja y halla la ecuacién general de la circunferencia que
tiene el centro en el punto C(1, —2) y radio R = 3 - Halla el ¢je radical de las siguientes circunferencias. Realiza el
dibujo con las dos circunferencias y el eje radical.
- Halla el centro y el radio de la siguiente circunferencia: x2+y2—6x-2y+6=0
x*+y”—6x+2y+ 6 = 0. Haz el dibujo. x2+y?-2x-06y+6=0
N\ _/

@ Cénicas como lugares geométricos



POSICIONES RELATIVAS DE RECTAS Y CIRCUNFERENCIAS  Ehmari:

—= EXPLORA

. De las siguientes ecuaciones, ;cual corresponde a una recta y cual a una circunferencia?
Calcula mentalmente: en la recta, la pendiente y la ordenada en el origen, y en la circun-
ferencia, el centro y el radio.

a)x2+yl—4x+6y+12=0 byy=2x-5

[EXD POSICIONES RELATIVAS DE UNA RECTAY UNA CIRCUNFERENCIA

Una recta puede ser secante, tangente o exterior a una circunferencia. Su posicién rela-
tiva se puede estudiar de dos formas:

Secante

a) Resolviendo el sistema formado por sus ecuaciones.

@ d<R b) Hallando la distancia, &, del centro de la circunferencia a la recta; el radio, R, de la
Q

circunferencia, y comparando los valores.

En ambos casos se pueden presentar tres situaciones:

Tangente * La recta es secante a la circunferencia si al resolver el sistema se obtienen dos puntos,
obiend< R
R G d-R * La recta es tangente a la circunferencia si al resolver el sistema se obtiene un punto,
y - obiend=R
* La recta es exterior a la circunferencia si al resolver el sistema no se obtiene ningtin
Exterior punto, o bien 4> R

Para resolver el sistema formado por una recta y una circunferencia, se despeja en la
ecuacién de la recta la incégnita mds fécil, se sustituye este valor en la ecuacién de la

(2
‘ d>R circunferencia y se resuelve la ecuacién de 2.° grado resultante.
.

EJERCICIO RESUELTO

_5 | Hallalos puntos de corte, si los hay, de la siguiente recta y de la circunferencia
y estudia su posicidn relativa:

r=x-y=4
c=x"+y"—4x-2y-4=0
Haz el dibujo.
Se resuelve el sistema formado por ambas ecuaciones:
a) Se despeja la y de la 1.2 ecuacidn:
x—y=4=>-y=-x+4=>y=x—4
b) Se sustituye este valor en la ecuacién de la circunferencia:
x'+ (x—4) —dx—2(x—-4)—4=0
¢) Se efecttan las operaciones:
x*+x*—8x+16—4x—2x+8—-4=0

A 257~ 14x+20 = 0
x*—7x+10=0
+ — + 5
( x:7_v429 40:753:<:2
\%a d) Sesustituye x=Seny=x—4=y=5-4=1= P(5,1)
A Sesustituyex=2eny=x-4=y=2-4=-2= Q(2,-2)
/ Como se obtienen dos puntos, la recta es secante a la circunferencia.



[E¥) POSICION RELATIVA DE DOS CIRCUNFERENCIAS

Dos circunferencias pueden ser:

. Una interior Tangentes Tangentes ..
Exteriores Secantes . . . Concéntricas
ala otra exteriores interiores
NEY & (P @ @
d>R+ KX R-RM<d< R+ RX d<R- RX d=R+ RX d=R- RX d=0
Para hallar la posicidn relativa de dos circunferencias, se resuelve el sistema formado por Resolver el sistema
ambas ecuaciones, y son secantes, tangentes, exteriores o interiores segt’m los puntosque [ | f
) ormado por dos
CePgan en comtn. circunferencias

Para precisar mds la posicién relativa, se hallan los radios R, R¥ (R > RX) y la distancia

entre los centros, 4

EJERCICIO RESUELTO

_6 | Hallalos puntos de corte de las siguientes circunferencias y estudia su posicién

relativa:

o=x"+y"+2x-2y-6=0

o=x"+y"-4x-8y+18=0

Se resuelve el sistema:

a) Serestaala 1.2 ecuacién la 2.2
6x+6y—-24=0=>x+y-4=0=>y=4—-x

b) Se sustituye este valor en la 1.2 ecuacidn:
2+ (4=-x2+2x-24-x)—-6=0

¢) Se efecttan las operaciones:

x?+16-8x+x*+2x—-8+2x—-6=0

2x% —4x+2=0

x2=2x+1=0

o 2tv4—-4 2
2 2

d) Sesustituyex=1leny=4-x=y=4-1=3 = P(1, 3)

Como solo se obtiene un punto P(1, 3), las circunferencias son tangentes.

Para resolver el sistema formado por dos
circunferencias, se restan las ecuaciones
y se obtiene una ecuacién de 1. grado.
Se despeja en esta ecuacién la incégnita
mds fdcil y se sustituye en la ecuacién de
la circunferencia mds sencilla.

AY
£ §yt 14— 8k I8 £ 0
2,4)
P(1,B)
C(*Ll)

\ £

s

vy 4 22640

—| Observa|———

C=1,1), R=2v2
C92, 4), R9=2
d=d(C,CY=3V2
d=R+ RX

~ ELABORA
-

cién relativa:
y=4
x*+y*=9

x+y=-3

x2+}/2+2x+4}/—3:0

Dibuja la siguiente recta y la circunferencia e indica su posi-

Halla los puntos de corte de la siguiente recta y de la circun-
ferencia y estudia su posicion relativa. Haz el dibujo.

Dadas la recta y la circunferencia siguientes:
y=2x+5

calcula la distancia del centro de la circunferencia a la recta y
el radio de la circunferencia, y estudia su posicién relativa.

Haz el dibujo.

Estudia la posicidn relativa de las siguientes circunferencias:

x2+y2+2x—4y=0

Haz el dibujo.

~

x2+y2—4x—2y—4=0

x2+y2—4x+2y—12=0

_/
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ELIPSE

te es igual a 24

[Evitar errores]

Silos focos estdn en el eje ¥, la constan-

—= EXPLORA ,

. En un triangulo rectangulo, la hipotenusa mide 5 m, y un cateto, 4 m. Halla mentalmente
la medida del otro cateto.

[EXD ELIPSE

Una elipse es el lugar geométrico de los puntos del plano tales que la suma de las dis-
tancias a dos puntos fijos llamados focos es constante e igual a 24

dP, F) + d(P, FX) = 2a

ee Ecuacion reducida

Focos en el eje X

a>b

2 2

x
]
Relacién

fundamental:
at=b*+ c?

Focos en el eje ¥

a<b

x2 2
el

Relacién
fundamental:
b* =4+ c*

m Demostracion en detalle en la pagina 251.

ee Elementos de la elipse con los focos en el eje X

* Puntos:
a) Centro: es el punto de interseccion de los ejes: O(0, 0)
b) Vértices: son los puntos: A(a, 0), AX(-a, 0), B(0, b) y BX(0, —b)
¢) Focos: son los puntos fijos: F(c, 0), F¥(-c, 0)

* Segmentos:
a) Eje principal o eje focal: es el segmento AAX, cuya longitud es d(4, AX) = 2a
b) Eje secundario: es el segmento BBX, cuya longitud es d(B, BX) = 24
c) Distancia focal: es la longitud del segmento FFX: d(F, FX) = 2¢
d) Radiovectores: son los segmentos 7 = PFy /4 = PFX

* Excentricidad:

La excentricidad de una elipse es el cociente: ¢ = ¢/a. Como en una elipse
0 < ¢ < 4, la excentricidad serd siempre positiva y menor que 1. Si la excentricidad es
pequena, cercana a cero, la elipse se parece a una circunferencia, y si es grande, cercana
a uno, estard muy achatada.




EJERCICIO RESUELTO

Se tiene una elipse con focos en el eje X en la que 2 = 5y ¢ = 4. Halla la ecuacién
reducida, el centro, los vértices, los focos, el eje principal, el eje secundario, la
distancia focal y la excentricidad. Dibuja la elipse.

Aplicando la relacién fundamental o teorema de Pitdgoras, se tiene:

2
b=VNa*—c* = b=v25—-16 = 3 = ecuacién reducida: ’26—; + % =1

* Puntos:
a) Centro: O(0, 0)
b) Vértices: A(5, 0), AX(-5, 0), B(0, 3) y BX(0, —3)
c) Focos: F(4, 0), FX(-4, 0)
* Segmentos:
a) Eje principal: 2K 5 = 10
b) Eje secundario: 2K 3 = 6

¢) Distancia focal: 2K 4 = 8
4

e Excentricidad: e = 5= 0,8

[E®) ELIPSE CENTRADA EN EL PUNTO C (m, n)

La ecuacién reducida de una elipse de centro el punto C(m, ) se obtiene haciendo una
traslacién; x se sustituye por x — s, e y, por y — n

(x;:”)z + (yzzn)z =1

[EE) DIBUJO DE LA ELIPSE: METODO DEL JARDINERO

Construye un jardin con forma de elipse en el que el eje mayor mida 20 m, y el eje
menor, 12 m

Por tanto: 224=20 = a2=10m;2b=12 = b=6m
Aplicando la relacién fundamental: ¢ = V2* —6* = ¢ = v100 —36 =8 m

Se aplica el siguiente procedimiento:

a) Se clavan dos estacas, una en cada foco, que distan 2c=2X 8 = 16 m
b) Se coge una cuerda de longitud un poco mayor que el eje mayor, algo més de 20 m

c) Se ata cada extremo de la cuerda en la base de cada una de las estacas que estin en
los focos, de forma que la cuerda libre mida exactamente 20 m

d) Con una estaca mévil se tensa la cuerda apoyada en la base y se hace un surco en el suelo.

 ELABORA
-

— Recuerda |——

Para dibujar una elipse a mano alzada,
se hace un rectdngulo centrado en el
origen, de longitud 24 y altura 24, y se
inscribe dentro la elipse.

EJERCICIO RESUELTO

Halla la ecuacién de una
elipse que tiene el centro en
el punto C(3, 1) y en la que
a=5yb=2

(X_3)2 + ()’_1)2 =1
25 4

~N
Ll Se tiene una elipse en la que & = 4 y ¢ = 3. Halla la ecuacién 2| Hallala ecuacién de una elipse que tiene el centro en el pun-
reducida, el centro, los vértices, los focos, el ¢je principal, el to C(2,1) yenlaquea=4y b=3. Dibgjala.
eje secundario, la distancia focal y la excentricidad. Dibuja la
. - Hallala ecuacién de las siguientes elipses:
elipse.
a) AY b) AY
I Laecuacién reducida de una elipse es:
xr ) 1
6T TN & X
Halla el centro, los vértices, los focos, el eje principal, el eje \_/
secundario, la distancia focal y la excentricidad. Dibuja la
elipse.
. J
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HIPERBOLA

—| Evitar errores | ——

Silos focos estén en el ¢je ¥ la constan-
te es igual a 24

—= EXPLORA ,
Halla mentalmente las pendientes de las siguientes rectas: a) y = 3TX byy= _BTX

IZXD HIPERBOLA

Una hipérbola es el lugar geométrico de los puntos del plano tales que la diferencia de
distancias a dos puntos fijos llamados focos es constante e igual a 24. La hipérbola tiene
dos ramas.

ee Ecuacion reducida

Focos en el eje X

2 2
x_z -2 1
a b?
Relacién
fundamental:

’=a’+ b’

Focos en el eje ¥

x2 2
!
Relacién
fundamental:

t=a’+ b’

m Demostracién en detalle en la pagina 252.

ee Elementos de la hipérbola con los focos en el eje X

° Puntos:
a) Centro: es el punto de interseccion de los ejes: O(0, 0)
b) Vértices: son los puntos: A(a, 0), AX(-a4, 0), B(0, ) y BX(0, — b)
¢) Focos: son los puntos fijos: F(c, 0), FX(-c, 0)

* Segmentos:
a) Eje principal o eje focal: es el segmento AAX cuya longitud es (A4, AX) = 24
b) Eje secundario: es el segmento BBY cuya longitud es d(B, BX) = 24
c) Distancia focal: es la longitud del segmento FFX: d(F, FX) = 2¢
d) Radiovectores: son los segmentos = PFy /X = PFX

* Rectas:

Asintotas: y = % X, )= —% X

Para dibujar una hipérbola a mano alzada, se hace un rectdngulo centrado en el origen,
de longitud 24 y altura 24; las diagonales prolongadas son las asintotas. Se trazan estas
y la hipérbola.

* Excentricidad:
La excentricidad de una hipérbola es el cociente: e = c/a

Como en una hipérbola 0 < z < ¢, la excentricidad serd siempre positiva y mayor que 1.
Si la excentricidad es pequefia, cercana a uno, las ramas de la hipérbola se cierran, y si
es grande, se abren.

EJERCICIO RESUELTO

_9 | Se tiene una hipérbola en la que 2 = 4, ¢ = 5 y los focos estdn en el eje X. Halla
la ecuacidén reducida, el centro, los vértices, los focos, el eje principal, el eje se-
cundario, la distancia focal, la excentricidad y las asintotas. Dibuja la hipérbola.



Aplicando la relacién fundamental o teorema de Pitdgoras, se tiene:

2
b=Vc*—a’>=b=v25—-16 = 3 = ecuacién reducida: f—g —% =1

* Puntos: * Segmentos:
a) Centro: 0O(0, 0) a) Eje principal: 2 X4 = 8
b) Vértices: A(4, 0), AX(—4, 0), b) Eje secundario: 2X 3 = 6
B(0, 3) y BX(0, -3) ¢) Distancia focal: 2K 5 = 10

c) Focos: F(5, 0), FX(-5, 0) e Excentricidad: e = 5. 1,25
. - 4 - b

* Rectas, asintotas: y = STx, y= _3%

HIPERBOLA CENTRADA EN EL PUNTO € (m, n)

La ecuacién reducida de una hipérbola de centro el punto C(, #) se obtiene haciendo
una traslacion; x se sustituye por x — 72, € j, por y — n

c—m?® _Gg=—m? _,
a? b

EJERCICIO RESUELTO

Halla la ecuacién de una hipérbola que tiene el centro en el punto C(6, 5) y en
laquea=2yb=3

(x=6)? _(1=5> _,
4 9

HIPERBOLA EQUILATERA

Una hipérbola equildtera es una hipérbola en la que 2 = 4; por tanto, la ecuacién es:

2 2
x

. _J’2 “1=x2—yt=a
a a

Las asintotas son: y = x, y = —x

Si se gira 45°, se obtiene la hipérbola correspondiente a la funcién de proporcionalidad

. o _k
1nversa.xy—/e<:>y—7 X
EJERCICIO RESUELTO
11| Dibuja la hipérbola equiltera: y = 3
x
~ ELABORA
( R
L. Se tiene una hipérbola en la que & = 4, ¢ = 5 y los focos estdn L2 Laecuacién reducida de una hipérbola es:
en el eje X. Halla la ecuacién reducida, el centro, los vértices, PR
los focos, el eje principal, el eje secundario, la distancia focal, 16 "9~

la excentricidad y las asintotas. Dibuja la hipérbola.
Halla el centro, los vértices, los focos, el eje principal, el eje

. Halla la ecuacién de una hipérbola que tiene el centro en el secundario, la distancia focal, la excentricidad y las asintotas.
punto C(1,-2)yenlaquea=4yb=3 Dibuja la hipérbola.

_J/
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AY

A
e
[S]ISY
V<

Directriz

V=

2

J=—5

Tabla de valores

X

y=x’I5

0

5

(0

v

—= EXPLORA

Halla mentalmente la distancia que hay entre el punto A(0, 3/2) y la recta y = —3/2

JE%D PARABOLA

Una pardbola es el lugar geométrico de los puntos del plano que estdn a igual distancia de
un punto fijo que se llama foco y de una recta fija que se llama directriz.

ee Ecuacion reducida

Foco en Foco en

el eje YV el eje X
~ x2 ~ y2

=y Sy

m Demostracion en detalle en la pagina 253.

oo Elementos de la parabola con los focos en el eje X

* Puntos:
a) Vértice: V(0, 0)
b) Foco: es el punto fijo: (0, p/2)
* Segmentos:
a) Distancia focal: es la distancia del foco a la directriz: d(F, d) = p
b) Radiovector: es el segmento 7 = PF
* Excentricidad: es el cociente entre la distancia de un punto cualquiera P al foco y la
distancia de P a la directriz; como son iguales, ¢ = 1
* Rectas
a) Directriz: y = —p/2
b) Eje: es la recta perpendicular a la directriz que pasa por el foco, x = 0

Para dibujar una pardbola, se hace una tabla de valores simétricos respecto del eje.

EJERCICIO RESUELTO

12/ Se tiene una parabola en la que p = 5/2 y en la que el foco est4 en el eje Y. Halla
la ecuacién reducida, el vértice, el foco, la distancia focal, la excentricidad,
la directriz y el eje. Dibuja la pardbola.

Se halla el valor de 2p = 2K % =5 = ecuacién reducida: y = x?z
Puntos Segmentos Rectas

Vértice: V(0, 0) Distancia focal: % Directriz: y = —%

Foco: F(0, 5/4) Eje:x=0




[E%) PARABOLA QUE TIENE EL VERTICE EN EL PUNTO V (m, n)

La ecuacidn reducida de una pardbola que tiene el vértice en el punto V(m, n) y cuyo
eje es paralelo al de ordenadas, ¥, se obtiene haciendo una traslacidn; x se sustituird por
X—m, ey, pory—n

L e—m)?

_ (e —m)?
y 7210 = )=—F"+

2p

n

EJERCICIO RESUELTO

13| Halla la ecuacién de una pardbola que tiene el vértice en el punto V(3, 1) y en

AV
laquep=1/2 1 .\ Aok
2]7:2??zlﬁyz(x%)+1:>y=x2—6x+10 5
Ay
< P4
[EX) PROBLEMA TIPO DE LUGARES GEOMETRICOS Ey T >
V3. 1
EJERCICIO RESUELTO x=3
Halla el lugar geométrico de los puntos del plano que tienen igual distancia al
punto A(1,2) quealarectay=3
a) La incégnita es un punto variable del plano. P(x, )
b) Se hace un dibujo lo mds fielmente posible con los datos que se tienen del AV
lugar geométrico y se representa un punto P (x, y) que verifique la propiedad.
=3 7
Al 2)\ P
}’(x, )

c) Se expresa mediante una igualdad la propiedad que tienen que verificar los
puntos del lugar geométrico.

dA, P) = d(P, 7

d) Se expresan mediante férmulas los dos miembros de la igualdad.

A4, P =y(x=1)2 + (y —2)
d(P,r)=‘—y+3‘

e) Se sustituyen los valores en la igualdad.

Vi =12+ (—2)2 =|—y+3|

¢ Se elevan al cuadrado ambos miembros.
¢ Se desarrollan los cuadrados.
* Se reducen términos y se pasan todos al 2.° miembro, excepto y

xZ
e Se divide entre 2 y=—7+x+2

f) Se opera y simplifica hasta obtener una fé6rmula lo més reducida posible: (x=1)%+ (y=2)% = (—y + 3)°

x2—2x+1+)/2—4y+4:)/2—6y+9
2y:—x2+2x+4

g) Se interpreta el resultado. Es una paribola.

“ ELABORA

(. N

L Se tiene una pardbola en la que p = 3/2 y el foco estd en el _°| Halla la ecuacién de una pardbola que tiene el vértice en el
eje Y. Halla la ecuacién reducida, el vértice, el foco, la dis- punto V(2, 1) y en la que p = 3/2. Dibdjala.
tz{;zgoﬁ)cal, la excentricidad, la directriz y el eje. Dibuja la '/ Halla el lugar geométrico de los puntos del plano que tienen
P ’ doble distancia al punto A(2, 3) que ala rectay =5

L El foco de una pardbola es el punto F(0, 3) y la direc- L Se tiene una pardbola de ecuacién y = x*/2. Halla el valor del
triz es la recta y = —3. Halla la ecuacién de la pardbola y pardmetro p, el vértice, el foco, la distancia focal, la excentrici-
dibujala. dad, la directriz y el eje. Dibuja la pardbola.

_/
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 PRFUNDIZAGION: DEMOSTRAGIONES

IE®) CIRCUNFERENCIA DE CENTRO C(a, b) Y RADIO R

La circunferencia de centro C(a, b) y radio R es el lugar geométrico de los puntos
del plano cuya distancia al centro es R; su ecuacion es:

(x—a)+(@p—b’=FR*

_ J
Procedimiento para deducir la ecuacién Demostracién
a) La incdgnita es un punto variable del plano. P(x, y)
b) Se hace un dibujo lo m4s fielmente posible con los datos que se tie- Ay

nen del lugar geométrico y se representa un punto P(x, y) que veri-

fique la propiedad.

N

¢) Se expresa mediante una igualdad la propiedad que tienen que verificar
1 . d(C,P) =R
os puntos del lugar geométrico.

d) Se expresan mediante férmulas los dos miembros de la igualdad. d(C,P)=(x—a)?+ (y —b)>

e) Se sustituyen los valores en la igualdad. \/ (x—a)?+(y—b)? =R

f) Se elevan al cuadrado los dos miembros. (x—a)’+(—-b°=R

I CENTROY RADIO DE LA CIRCUNFERENCIA

~

Dada la ecuacién general de la circunferencia

x*+y*+mx+ny+p=0
se tiene que el centro y el radio vienen dados por:
Cla, b) = C<—ﬂ, —£>
(a,0) 7
R=+a*+b6*—
\ ? J
ee Demostracion
a) Circunferencia de centro C(a, 6) y radio R (x—a)’+(@-b°=R
b) Se desarrollan los cuadrados de los binomios. x*=2ax+a’+y*-2by+ b* =R’
¢) Se ordenan los términos. x* 4y’ =2ax—2by+a’+ b*—R*=0 (D
d) Se escribe la ecuacién general. ey’ emx+ny+p=0 (I1)
e) Se igualan los coeficientes de la ecuacién (I) conlos  —24=m = 4 = _% b=n=b-= _%
de la ecuacién general (II) y se despejan o, by R bR psRe—a— b p
R=a+b’—p=>R=Na>+b’—p




[EXD DEDUCCION DE LA ECUACION REDUCIDA DE LA ELIPSE

~

Una elipse es el lugar geométrico de los puntos del plano tales que la suma de distancias a dos puntos fijos
llamados focos es constante e igual a 22. Cuando los focos estdn en el eje X, la ecuacién reducida es:

2
x . )r

2
a*  b? -

Procedimiento

Demostraciéon

a) La incégnita es un punto variable del
plano.

P(x, y)

b) Se hace un dibujo lo més fielmente posible
con los datos que se tienen del lugar
geométrico. Se representa un punto P(x; )
que verifique la propiedad.

c) Se expresa mediante una igualdad la pro-
piedad que tienen que verificar los puntos
del lugar geométrico.

d(F,P)+d(FQ P)=2a

d) Se expresan mediante férmulas los dos

miembros de la igualdad.

dF,P) =4/ (x =0+ y?
dFQP) =y(x+0)*+y?

e) Se sustituyen los valores en la igualdad.

\/(x—c)2+y2 +\/(x+c)2+)/2 =2a

f) Se opera y simplifica hasta obtener una
ecuacion lo mds reducida posible.

* Se pasa un radical al segundo miembro.

¢ Se elevan al cuadrado ambos miembros.

* Se desarrollan las potencias.

* Se deja solo el radical en un miembro.

* Se simplifica dividiendo entre —4

(x =0+ y?=da* —da\(x +)*+ > +(x + )2 + y?
/—26x+yz+/:442—4a\/m+/+26x+yz+/
—bex —4a’ = —4ay/(x +0)? + y?

ex+at=ay(x+0%+y?

* Se cambian los miembros.

¢ Se elevan otra vez al cuadrado ambos miem-
bros.

* Se desarrollan las potencias.

* Se aplica la propiedad distributiva.

* Se transponen términos.

* Se agrupan los términos.

* Se aplica que 2° — ¢* = b*

* Se divide toda la ecuacién entre 226

a\/(x+c)2+y2 =cx + a?

2
(a\/(x +0)2+ y2> =(ex + a?)?
a (6t + 2ec+ P+ y7) = ’x + 2aPex + at
a’x* + 20 + a’c? + 4’y = x4 20+ a®
2t — i v atyt = at - ac?
(612—62)362 +élz_y2=élz(él2—€2)
&2x2+42y2=42b2

x2 2
gl
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 PRFUNDIZAGION: DEMOSTRAGIONES

IZXD DEDUCCION DE LA ECUACION REDUCIDA DE LA HIPERBOLA

~

Una hipérbola es el lugar geométrico de los puntos del plano tales que la diferencia de distancias a dos pun-
tos fijos llamados focos es constante e igual a 22. Cuando los focos estdn en el eje X; la ecuacién reducida es:

2 2
x - J
a b
_ J
Procedimiento Demostracién
a) La incégnita es un punto variable del plano. | P (x, y)

b) Se hace un dibujo lo mds fielmente posi-
ble con los datos que se tienen del lugar
geométrico. Se representa un punto P(x, y)

que verifique la propiedad.

c) Se expresa mediante una igualdad la pro-
piedad que tienen que verificar los puntos
del lugar geométrico.

d(F,P)—d(F9P) =2a

|d(F,P)—d(FaD)|=2a= {d(F9P) —d(F, P)=2a

d) Se expresan mediante férmulas los dos

miembros de la igualdad.

d(F, P) =4/ (x —0)?+ y? d(F9P) =4 (x+0)?+ y?

e) Si se verifica que d(E P) — d(F¥ P) = 24, se

sustituyen los valores en la igualdad.

\/(x—c)2+y2 —\/(x+c)2+)/2 =2a

f) Se opera y simplifica hasta obtener una
ecuacién lo mds reducida posible.

* Se pasa un radical al segundo miembro.

(x=0+y?=2a+4(x+0)?+ y*

¢ Se elevan al cuadrado ambos miembros.

(x—c)2+y2=442+4a\/m+(x+5)2+y2

* Se desarrollan las potencias.

/—26x+yz+/=4¢zz+4a\/(x+c)2+y2+/+2cx+yz+/

* Se deja solo el radical en un miembro.

—4ex —4a® = 4ar(x +o)* + y?

* Se simplifica dividiendo entre —4

ex+at=—ar(x+c0)?+ y?

* Se elevan otra vez al cuadrado ambos miem-
bros.

(ex +a?)? = (—a\/ (x+0)2+ y2>2

* Se desarrollan las potencias.

x? 4 2a%ex + at = aP(x7 + 2ex + 7+ y)

* Se aplica la propiedad distributiva.

’x? 4 2okt at = a’x? + 2akex s a’ct + a4y’

* Se agrupan los términos.

(62_42)x2_42y2=d2(62_ﬂ2)

* Se aplica que ¢* — 2 = b* b’x* —a’y? = a*b?
xZ )/2
* Se divide toda la ecuacién entre 2%6° Tt

g) Si se verifica que d(F® P) — d(F, P) = 2a, se llega al mismo resultado.




[EXD DEDUCCION DE LA ECUACION REDUCIDA DE LA PARABOLA

~

Una parébola es el lugar geométrico de los puntos del plano que estdn a igual distancia de un punto fijo que se
llama foco y de una recta fija que se llama directriz. Cuando el foco estd en el eje X, la ecuacién reducida es:

2

~

=X
r=3 Y
N J
Se aplica el procedimiento de los lugares geométricos.
Procedimiento Demostracién
a) La incdgnita es un punto variable del plano. = P(x, y)

b) Se hace un dibujo lo mds fielmente posible
con los datos que se tienen del lugar geomé-
trico y se representa un punto P(x, y) que
verifique la propiedad.

Directriz
1E
2 IS
f_% Il
®

v

c) Se expresa mediante una igualdad la propie-
dad que tienen que verificar los puntos del
lugar geométrico.

d(F, P) = d(P, d)

d) Se expresan mediante férmulas los dos miem-

bros de la igualdad.

d(F,P) =7/ x>+ (y —%)2

|yt

e) Se sustituyen los valores en la igualdad.

g T g

f) Se opera y simplifica hasta obtener una ecua-
cién lo més reducida posible.

¢ Se elevan al cuadrado ambos miembros.

* Se desarrollan las potencias.

xz+/;/—py+7ZZ=)/Z+}>}/+7‘ZZ

* Se reducen términos. —2py=—x"

* Se cambia de signo. 2py=x"
xz

* Se despeja y J= 2
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115 Halla la ecuacién de la siguiente circunferencia: Se le afiaden los datos significativos al dibujo:
AY Ar
c(1,-2)
R=3
AN X ] g Ecuacién:
" @—1)2+(y+2? =9
_) & W +y—2x+4y—4=0
Halla la ecuacién de la siguiente elipse: Se le afaden los datos significativos al dibujo:
4 AY

B(0, 5)

) 16 25

\Y
Q\\\ S i dbos

X 2 2
\/ );( 7 % Ecuacién: 2~ + V=1

Halla la ecuacién de la siguiente hipérbola y de sus | Se le afiaden los datos significativos al dibujo:

asintotas: 2=3,b=4
AY
z: |
« Beuacign: X> — I _
Ecuacién: 9 "6 =1
* Asintotas: y = Ax
3
__dx
=73
Halla la ecuacién de la siguiente pardbola: Se le anaden los datos significativos al dibujo:
AY
AY

\ o

2
Ecuacién: y = X
2




Halla la excentricidad de la érbita de la Luna sabien-
do que es una elipse y que la distancia de los vértices
a la Tierra es aproximadamente de 356 000 km y de
407 000 km. ;Qué deduces del valor obtenido?

Datos y pregunta

La distancia de los vértices a la Tierra es 356 000 km y 407 000 km
Pregunta: Halla la excentricidad y qué se deduce de ese valor.

Planteamiento y operaciones
Eje principal: 356000 + 407 000 = 763 000 km

0= 7B 31500 en

¢=381500 - 356000 = 25500 km
25500

€= 381500 - 007

Solucién

La excentricidad de la 6rbita de la Luna es 0,067. Se deduce que practi-
camente es una circunferencia.

Se tiene un jardin de forma rectangular de 30 m de
largo por 14 m de ancho. Se quiere construir en su
interior una elipse de flores lo mayor posible de
forma que sobren 2 m por cada lado. Halla los se-
miejes y la posicién de los focos para dibujarla por
el método del jardinero.

1m

Datos y pregunta

Jardin rectangular de 30 x 14 = La elipse es de 26 x 10
Pregunta: Dibuja la elipse y halla los focos.

Planteamiento y operaciones
20=26=a=132b=10=5b=5
c=4132-5? =vV169-25=v144 =12 m

Solucion
Los semiejes miden 2 = 13, & = 5. Los focos se encuentran a 1 m de los
vértices.
AY
5
7 T
/ ~
” N
-10 -5 1 X
)’
N P
~ —
\\§ ”/

121 La seccién de una antena parabélica es la siguiente
curva:
Y

Halla su ecuacién y el foco, que es el punto donde
se coloca el reflector, ya que todas las ondas que
llegan paralelas al eje se reflejan sobre el foco.

Datos y pregunta

Pardbola del dibujo.
Pregunta: Halla la ecuacién y el vértice.

Planteamiento y operaciones
Feuacién: y = x?
cuacion: J= 2])

42

Pasa por el punto P(4,2) = 2=——

2 =>4p=16=p=4
Foco: F(0, p/2) = F(0, 2)

Solucidn
2
Ecuacién: y = %; foco: F(0, 2)
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@ SECCIONES CONICAS Y CIRCUNFERENCIA

22 | Dibuja la circunferencia que tiene el centro en el origen de
coordenadas y radio R = 3, y halla mentalmente su ecua-
cion.

2] Dibuja y halla la ecuacién general de la circunferencia que
tiene el centro en el punto C(-3, 1) y radio R =2

21 Halla el centro y el radio de la siguiente circunferencia:
x> +y*—4y-5 = 0. Haz el dibujo.

"2 Halla las ecuaciones de las siguientes circunferencias:

a) b)
AY AY
X X
> >
A TN
N/

{71 Halla las ecuaciones de las siguientes circunferencias:

a) NG b) NG
TN
N /
N1

Halla la potencia de punto P(2, 4) respecto de la siguiente
circunferencia. Haz el dibujo. Relaciona el signo de la po-
tencia con la situacién del punto P

x*+y*—2x—4y-8=0

7] Halla el eje radical de las siguientes circunferencias. Haz el
dibujo con las dos circunferencias y el eje radical.
x*+y°=9=0
x4yt —6x—6y+14=0

2] Halla el centro radical de las siguientes circunferencias. Haz
el dibujo.
x*+y*+8x—2y-8=0
x*+y —4x-8y+10=0
x*+9%+2x+10y+16=0

@ POSICIONES RELATIVAS DE RECTAS
Y CIRCUNFERENCIAS

Ed Dibuja la recta y la circunferencia siguientes y estudia men-
talmente su posicién relativa.

x=1
x*+y* =16

211 Halla los puntos de corte de la recta y la circunferencia si-
guientes y estudia su posicion relativa. Haz el dibujo.
3x—2y=-3
X +y —8x-2y+4=0

57 Dadas la recta y la circunferencia siguientes:
y=x+2
+y e 6x-4y+4=0
calcula la distancia del centro de la circunferencia a la recta,

el radio de la circunferencia y estudia su posicién relativa.

Haz el dibujo.

[EE] Estudia la posicién relativa de las siguientes circunferencias.
Haz el dibujo.

x*+y*+6x—11=0
x2+y2—6x+6y+13=0

@® ELIPSE

[EZ1 Se tiene una elipse en la que 2= 4 y b = 2. Halla la ecuacién
reducida, el centro, los vértices, los focos, el ¢je principal, el
¢je secundario, la distancia focal y la excentricidad. Dibuja
la elipse.

5] La ecuacién reducida de una elipse es:

2 2
A |

9 4

Halla el centro, los vértices, los focos, el eje principal, el eje
secundario, la distancia focal y la excentricidad. Dibuja la
elipse.

514l Halla la ecuacién de una elipse que tiene el centro en el
punto C(3,-2) yenlaquea=5yb=4

Halla la ecuacidén de las siguientes elipses:

a) AY b) AY
P TSN A N\,
/ N ¥ ¥
» »
> ~ 7 »
L /
~ /’




Halla las ecuaciones de las siguientes elipses:

a) AY b) AY
aEiEiEEnEn g

9 AY d) AY
C> X N

@ HIPERBOLA

=2/ Se tiene una hipérbola en la que =2y 6 = 1, y los focos

estdn en el eje X. Halla la ecuacion reducida, el centro, los
vértices, los focos, el eje principal, el eje secundario, la dis-
tancia focal, la excentricidad y las asintotas. Dibuja la hi-

pérbola.

La ecuacién reducida de una hipérbola es:
E
9 "4 ")

Halla el centro, los vértices, los focos, el eje principal, el eje
secundario, la distancia focal, la excentricidad y las asintotas.
Dibuja la hipérbola.

Halla la ecuacién de una hipérbola que tiene el centro en el
punto C(2,-1)yenlaquea=3yb=4

Se tiene una hipérbola equildtera en la que 2 = 3 y los focos
estdn en el eje X. Halla la ecuacién reducida, el centro, los
vértices, los focos, el eje principal, el eje secundario, la dis-
tancia focal, la excentricidad y las asintotas. Dibuja la hi-

pérbola.

Halla las ecuaciones de las siguientes hipérbolas y de sus asin-
totas:

a) b)

AY

Halla las ecuaciones de las siguientes hipérbolas y de sus asin-
totas:

a) b)
Ay Y

N

@ PARABOLAY PROBLEMAS DE LUGARES
GEOMETRICOS

. Se tiene una pardbola en la que el foco estd en el eje Yy p = 2.
Halla la ecuacién reducida, el vértice, el foco, la distancia focal,
la excentricidad, la directriz y el ¢je.

Dibuja la pardbola.

El foco de una pardbola es el punto F(2, 0) y la directriz es la
rectax =—2

Halla la ecuacién de la pardbola y dibtjala.

Halla la ecuacién de una pardbola cuyo vértice es el punto
V(1, 2), el eje es paralelo al de ordenadas y en la que p = 1/2
Haz el dibujo.

Se tiene una paribola de ecuacién y = x*/3. Halla el valor

del pardmetro p, el vértice, el foco, la distancia focal, la
excentricidad, la directriz y el ¢je.

Dibuja la pardbola.

Halla las ecuaciones de las siguientes pardbolas:

2 AY b) AY

\ &
\ £

Halla las ecuaciones de las siguientes pardbolas:

2 Ay b) Y
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1] Dibuja la circunferencia que tiene el centro en C(2, 2) y
radio R =2V2

Halla mentalmente su ecuacién.

77 Halla las ecuaciones de las siguientes circunferencias:

a) AY b) AY
N
/ \
T 1T\
[ A &£ \. / &£
\ /
N

] Dibuja la circunferencia que pasa por los puntos A(0, 0),
B(5,0) y C(0, 5). Halla el centro, el radio y su ecuacién.

54 | Dibuja la recta y las circunferencias siguientes:
r=y= 5
c=x"+y"=25

y estudia su posicién relativa.

51 Halla los puntos de corte de la recta y la circunferencia si-
guientes y estudia su posicion relativa. Haz el dibujo.

r=2x-y=—4
c=x"+y —4x-2y-4=0
11 Halla los puntos de corte de las siguientes circunferencias y
estudia su posicién relativa. Haz el dibujo.
x4y’ —6x—2y+1=0
¥+ +6x-2y+1=0
Utilizando la siguiente trama y la definicién de elipse, dibu-

ja cinco elipses distintas en tu cuaderno.

-

IS
SN

/’ A 0“‘\“
(@i
NNRRESH0S

NS

e e SN\

7 N
M
S

\

5] La ecuacién reducida de una elipse es:

Halla el centro, los vértices, los focos, el eje principal, el eje se-
cundario, la distancia focal y la excentricidad. Dibuja la elipse.

551 Halla las ecuaciones de las siguientes elipses:

a) AY b) AY
/ N
- ™~ X X
B —F >
N -

{1l Utilizando la siguiente trama y la definicién de hipérbola,
dibuja cinco hipérbolas distintas en tu cuaderno.

7 Ao
7NN
LTRSS

7(/ 77 793505

LRSS

/

T
NREsooeszal)
S

\

2 2
4L La ecuacién de una hipérbola es: % —g—s =1
Halla el centro, los vértices, los focos, el eje principal, el eje
secundario, la distancia focal y la excentricidad. Dibuja la

hipérbola.
77 Halla las ecuaciones de las hipérbolas y de sus asintotas:
a) AY b) AV
\ /
\ | /
N/~
N/ ~ >
X X
7T\ Z N
/ \ P N
// A\
/ \\

] Halla las ecuaciones de las siguientes hipérbolas y sus asfn-

totas:
a) AY b) AY
N V%
\\ //
NS A
§\ /&
N\ /
> 5
P A\
Z N~
7 ™\
/// \\\




Utilizando la siguiente trama y la definicién de pardbola,
dibuja cinco pardbolas distintas en tu cuaderno. dibujo.

Halla el centro radical las siguientes circunferencias. Haz el

x2+y2+8y+6=0
x2+y?+0x+2y+6=0
x*+y?—4y-6=0

Halla la ecuacion de la circunferencia que pasa por:

A4, 2), B(-2,2)y C(1, 5)

Estudia la posicién relativa de la recta y la circunferencia si-
guientes. Haz el dibujo.

r=3x-y=-0

c=x’+y’—4x—4y-2=0
L5 Setiene una pardbola en la que el foco estd en el eje Xy p = 1.

Halla la ecuacién reducida, el vértice, el foco, la distancia
focal, la excentricidad, la directriz y el eje. Dibuja la pardbola.

Halla las ecuaciones de las siguientes pardbolas:

a) A V4

il

\Y b)
/ x

Halla las ecuaciones de las siguientes circunferencias:

AY

(\
N

a) y

[

N
\ £

V4 b)
S

L2 Halla la potencia de los puntos P,(2, 3), P,(-5, —1),

P5(=2, 1) respecto de la circunferencia:
x*+yr+dx+2y—-4=0

Di cudl es interior, cudl estd en la circunferencia y cudl es exterior.

La excentricidad de una cénica es 0,6, y la distancia focal,

6 unidades. ;De qué cénica se trata?

Halla su ecuacién.

'l Dados los puntos A(3, 0) y B(-3, 0), halla el lugar geométri-

co de los puntos C, de forma que ABC sea un tridngulo de
perimetro 16 unidades.

La excentricidad de una cdnica es 1,25, y la distancia focal,

10 unidades. ;De qué cdnica se trata?

Halla su ecuacién.

Se tiene una elipse en la que 2 = 3 y & = 3. Halla la ecuacién
reducida y dibdjala. Interpreta el resultado.

De una elipse sabemos que la distancia entre los focos es de
8 unidades, y entre los vértices A y AN es de 10 unidades.
Halla su ecuacién y dibjala.

La primera ley de Kepler dice:

«La 6rbita que describe la Tierra en su movimiento de trasla-
cién alrededor del Sol es una elipse, en uno de cuyos focos
estd el Sol».

La distancia maxima de la Tierra al Sol es de 15,2 ¥ 107 kils-
metros, y la distancia minima es de 14,7 - 10" km. Calcula
la excentricidad e interpreta el resultado.

Se tiene una hipérbola en la que 2 =2y 6 = 2 y los focos
estdn en el eje X. Halla la ecuacién reducida y dibgjala. In-
terpreta el resultado.

De una hipérbola se sabe que la distancia entre los focos es
de 10 unidades, y entre los vértices A y AN es de 6 unidades.
Halla su ecuacién y dibujala.

Los vértices de una hipérbola equildtera son A(3, 0) y
AX(-3, 0). Halla su ecuacién y dibujala.

El foco de una pardbola es el punto F(0, —2), y la directriz
es larecta y = 2. Halla la ecuacién de la pardbola y dibujala.

Halla el drea de la elipse de la siguiente figura, sabiendo que
la f6rmula es A = mab, siendo a y b los semiejes.

V=

i B
N
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COMPETENGIACIE

con GeoGebra en Moodle

1. Ejercicio (calificacion: 2,5 puntos) 2. Ejercicio (calificacion: 2,5 puntos)
Mediante ensayo-acierto halla la ecuacién de la Mediante ensayo-acierto halla la ecuacién de la
siguiente conica: siguiente conica:

Ay Y

SOLUCION: SOLUCION:

En GeoGebra clige el applet: Elipse. En GeoGebra.elige el appler: Hipérbola.
« Nombre: Flipse] + Nombre:

e Ecuacién: |#2/9 + %125 = 1] * Bcuacion: | /4 - y°/16 = 1]

» Focos: [ F(0, 4); F (0, — 4) ]| * Asintotas:

* Focos: | F(4,47, 0); F' (- 4,47, 0) |

\ L
V=

3. Problema (calificacion: 2,5 puntos)
Halla el centro radical de las siguientes circunferencias:

x2+9y?+6x=2y—15=0,x2+)>—6x—8y+15=0,x>+ >+ 10y + 15=0

SOLUCION:
En GeoGebra clige el appler: Centro radical de tres circunferencias. Centro radical: | C(3, —1)

4, Problema (calificacion: 2,5 puntos)
Halla la cénica que se obtiene al cortar una antena parabdlica por un plano que pasa por el eje y en el
que el vértice es el origen de coordenadas, sabiendo que distancia focal es 6

SOLUCION:
En GeoGebra clige el applet: Pardbola.

Ecuacion: Foco: Directriz: Excentricidad:

Pargbola L
EJERCIC|O RESUELTO

Se tiene una enlaquep=5/2yen Iaﬁ:
el foco esta en el eje|Y. Halla la on, e] vérti

el foco, 14 distancia fiocal, la excentricidad, \ /
od - el r=.4.42

la-di rlla I
la-directriz y-eleje- tjatap

0

Eje:jx=0

Activa el foco co Tesp diente: F=(0 3)

Foco eje X FocoeeY —
p=|6 Puedes mover el vertice V \:\/ /

B =25 =B S8 =m =y 2w & 2 A e |

=75
|

i

)

SOLUCIGN El

Ecpacion reducida

Directriz;|y = -3 Y= 4 a2

EJERCICIO PROPUESTO Distancia focal: p = 6
€ flene Una parabola en Ia que |p = 312 . =
die=
y en la que el foco esta enjel eje| X Excentricidad: e =/1
Hallr todds sus y dibujala.
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