Unidad 4.

Sistemas lineales con parametros

1. Teorema de Rouché

Piensa y calcula

Dado el siguiente sistema en forma matricial, escribe sus ecuaciones:

R

Solucion:
x+2y-3z=0
2x— y =2

Aplica la teoria

[l Escribe los siguientes sistemas en forma matricial:

a) x-—y =2 b) 2x+y—- z=2
2x+y+2z=0 x+y+2z=5
x—y+2z=1 -X +5z=3

Solucién:
a) [ -1 0

2 1 2
I -1 2

EAl Escribe en forma ordinaria el siguiente sistema:
I 0 -2}(x I
31 I)jyl|=|3
2 -1 2/\z 0

Solucion:
X —2z=|
3x+y+ z=3
2Xx—y+2z=0

Kl Discute los siguientes sistemas:

a) 3x— y+2z= | b) 3x+2y+2z=15
x+t4+ z= 0 3x—-2y—2z=-1|
2x — 5y =-2 —x+3y+3z= 3
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Solucion:

a) Se calcula el determinante de la matriz de los coefi-

cientes:

3 -1 2

Ic=1{r 4 1 |=-13

2 -5 0
Como el determinante de C es distinto de cero, el
R(C) = 3 y se tiene:
R(C) = R(A) = 3 = nimero de incégnitas = Sistema
compatible determinado.

b) Se calcula el determinante de la matriz de los coefi-
cientes:

3 2 2
=] 3 -2 -2[=0
-1 3 3

Como el determinante de C es igual a cero, se halla el
rango de A y C por Gauss:

3 2 2 15
Rl 3 -2 -2 —I|=
-1 3 3 3

-1
=R| 3 -

|
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—1 3 3 3

=R| 0 7 8 =
0 | | 4)7-32-22
—1 3 3 3

=Rl 0 7 7 8
0O 0 0 20

R(C) = 2 < R(A) = 3 = Sistema incompatible.

I Discute los siguientes sistemas:

a) 2x+y—-z=0 b) x+2y+ z=1

x+y =1 2x+ 3y +2z=0

-X +z=1 x+ y+2z=3
Solucién:

a) Se calcula el determinante de la matriz de los coefi-
cientes:

Icl=| 1 1 o|=0
0

Como el determinante de C es igual a cero, se halla el
rango de A y C por Gauss:

2 | -1 O
R| 1 I 0 If=
-1 0 I I
I I 0 |
=R[ 2 I -1 O0f2-12-22=
-1 0 I I/ 12+32
I I 0 |
=R|0 | I 2=
(O I 2

R(C) = R(A) = 2 < nimero de incognitas = Sistema
compatible indeterminado.

b) Se calcula el determinante de la matriz de los coefi-
cientes:

I 2 |
=12 3 2|=-I
I I 2
Como el determinante de C es distinto de cero, el
R(C) = 3 y se tiene:

R(C) = R(A) = 3 = nimero de incognitas = Sistema
compatible determinado.

2. Regla de Cramer y forma matricial

Piensa y calcula

Dado el siguiente sistema, resuélvelo matricialmente:
I Iy x) _ (3
I 2/\y 4
Solucion:

=l )= ()

Aplica la teoria

Kl Resuelve por Cramer:

a) 2x+ y =5
X +3z=16
59— z=10

b) x+ y-2z= 6
2xX+3y—-7z=16
S5x+2y+ z=16

Solucién:
a) Determinante de los coeficientes:
2 1 0
ICcl={I 0 3=-29
0 5 -1l

La solucién es:

5 1 0
6 0 3
o5 -1 Z29
X=ST e T !
2 5 0
I 16 3
lo 10 -1|_ —s7 _
V=TT e T o293
2 1 5
I 0 16
lo 5 10| —45
O T TR
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b) Determinante de los coeficientes:

| | -2
=12 3 -7/=2
5 2 |
La solucién es:
6 | -2
16 3 -7
16 2 | 6
x—f—7—3
| 6 -2
2 lé6e -7
15 16 1 _2
| | 6
2 3 16
T e
z= 5 =5 = |

Il Resuelve por Cramer en funcién del parametro a:

x+ y =a
X +z=0
x+2y+z=2

Solucion:

Determinante de los coeficientes:

| | 0
[cl=(1 O I|=-2
I 2 |
La solucioén es:
a | 0
0o 0 |1
2 2 1| _ 2-2a_
X = ) =70 =a-|
| a O
I O
1 2 1| -2
Y= ) ‘j"
| | a
‘I 0O o
I 2 2| 2a-2
z= ) ) |l —a

Resuelve por Cramer:
4x+4y+5z+5t= 0
2x +3z—- t= 10
x+ y—->5z =-10
y+2z = |

Solucion:
Determinante de los coeficientes:
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La solucién es:

0 4 5 5
0 0 3 —I
10 | -5 0
I 3 2 ol —290 _
*= ~290 =290 !
4 0 5 5
2 10 3 -l
| —10 =5 0
0 1 2 o0l 29
YT 0 20 !
4 4 0 5
2 0 10 -l
I 1 -10 0
0 3 I ol —s80 _
i -290 =290 ~ 2
4 4 5 0
2 0 3 10
I 1 =5 -I0
o 3 2 1| s80
t= 5
-290 -290

Kl Resuelve matricialmente el sistema:

3x+2y+z= 5
2x— y+z= 6
x + 5y =-3
Solucion:
X | 5 -5 -3}/ 5 2
Y= —1 | | 6|=1|-1
z -1 13 7/\-3 |
x=2,y=-1,z=|

IEB Resuelve matricialmente el sistema:

5 8 I\ [x 2
3 -2 6||ly|l=|-7
2 1 -l1/\z -5
Solucion:
X | -4 9 50\ 2 -3
y| =515 =7 =27||-7|=| 2
z 1/ 7 11 -34/\-5 |
x=-3,y=2,z=|

L[] Resuelve matricialmente el sistema:
2xX=3y+ z=-7

X+4y+2z=—|
x—4y ==5
Solucién:
X | 8 -4 -10\/-7 -1
y|=75 2 -1 =3||=1]=] I
z -8 5 1If\-5 -2
La soluciones: x=—1,y=1,z=-2



3. Discusion de sistemas con parametros

Piensa y calcula

Discute, segln los valores de k, el siguiente sistema:
Solucioén:
x+ y=3 x+y=3
2x + 2y = k 0=k-6

Para todo valor k # 6 el sistema es incompatible.

Para k = 6 el sistema se reduce a x + y = 3 Compatible indeterminado.

Aplica la teoria

il Discute, segin los valores del parametro g, los si-

guientes sistemas:

a)ax+ y+ z=1
xtayt+ z=a
x+ y+az=d

b) (a+ I)x+ y+ z=0
x+(a+ ly+ z=0
x+ yt(@+hHz=0

Solucién:
a | |

a)Secalcula |C|=[1 a I|=d"-3a+2
I 1 a

a@-3a+2=0=a=-2,a= |

Para todo valor de a # =2 y a # | se verifica que:
R(C) = R(A) = 3 = nimero de incognitas y, por lo tan-
to, el sistema es compatible determinado.

Se estudian los valores que son raices de |C|

¢ Para a = —2 se tiene:

-2 | |
Rl I -2 I =2|=
I | -2 4
| I -2 4
=Rl | -2 I =2f12-20 =
-2 | | 1] 2-12+32
| I -2 4
=R[0 3 -3 6|22:3=
0 3 -3 9/3:2:3
| I -2 4 | I -2 4
=R|0O | -1 2 =R|0 | -1 2
0o I -1 3/3:2-22 0O 0 0 |1

Se tiene que R(C) =2 < R(A) = 3y, por lo tanto, el
sistema es incompatible.

*Para a = | se tiene:
|

RI I | | 1| =1
|

Se tiene que R(C) = R(A) = | < numero de incognitas
Yy, por lo tanto, el sistema es compatible indetermi-
nado.

a+ | I |
b)Secalcula |C|=| | a+1 |

@+3d*=0

a(a+3)=0

a=-3,a=0

Para todo valor de a # —3 y a # 0 se verifica que:

R(C) = R(A) = 3 = nimero de incognitas y, por lo tan-
to, el sistema es compatible determinado.

Se estudian los valores que son raices de |C]|

e Para a = —3 se tiene:

El rango es 2 porque las dos primeras filas no son
proporcionales, y no puede ser 3 porque el determi-
nante es cero.

Se tiene que R(C) = R(A) = 2 < nimero de incognitas
Yy, por lo tanto, el sistema es compatible indetermi-
nado.

* Para a = 0 se tiene:
I
RiT 1 1]=l
[
Se tiene que R(C) = R(A) = | < nimero de incognitas

Yy, por lo tanto, el sistema es compatible indetermi-
nado.
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i3 Discute, segin los valores del parametro k, los si-

; ] * Para k = 2 se tiene:
guientes sistemas:

a) kx +y+ z=4 b) x+y+ z=0 Ri12 0 2)2-12-28=
x+ty+ z=k kx +2z=0 2 - 2[2:-3
x—y+kz=2 2x—y+kz=0 | | |
- I I
I
Solucién:
k1 1 Se tiene que R(C) = R(A) = 2 < nimero de incognitas
a) Secalcula |C| =1 | I|=K~1I y, por lo tanto, el sistema es compatible indetermi-
I -1 k nado.
K-1=0=k==1,k=1
B Rl ) 7 (| s T s [ 13 | D|s<.:ute, segun los valores del pardmetro a, el siguien-
te sistema:
R(C) = R(A) = 3 = niimero de incdgnitas Yy, por lo tan- _
to, el sistema es compatible determinado. 3x+ 10y =—4
+ = |
Se estudian los valores que son raices de |C| ™ Y
x+ 3y=-1
*Para k = —| se tiene:
-4 S B Solucion:
RI I I I —=Ifr2+22=R[ O 2 2 3
I =1 =1 2]1:+32 0 0 0 6 Como hay mas ecuaciones que incognitas, se calcula el
determinante de la matriz ampliada:
Se tiene que R(C) = 2 < R(A) = 3y, por lo tanto, el 310 -4
sistema es incompatible. Secalcula JA|=|a | I|=2-2a
e Para k = | se tiene: I 3 —|
L 2-2a=0=a=|
RIT I I I]r1e-22= .
T DY R Para todo valor de a # | se verifica que:
- R(C) < R(A) = 3y, por lo tanto, el sistema es incompa-
I 1 4 I (R tible.
=R(0O 0O O 3 =R|0O I 0 I
0 2 0 2/3:2 0 0 0 3 *Para g = | se tiene:
Se tiene que R(C) = 2 < R(A) = 3y, por lo tanto, el 3 10 -4 _ b _
sistema es incompatible. R| ! I FI=R{1 3 —lj22—1r =
Lo I 3 -1 3 10 —4/3:-3-12
b) Se calcula |C| =|lk 0 2[=-K-k+6 | I | [ I I
2oLk =R[0 2 -2|2::2=R[0 I -1 =
k2+k—6:0:>k:—3 k=2 0 7 -7|32:7 0 I —1) =22
Para todo valor de k # —3 y k = 2 se verifica que: _ R( | | |)
R(C) = R(A) = 3 = niimero de incdgnitas y, por lo tan- o I -l

to, el sistema es compatible determinado. . . L
Se tiene que R(C) = R(A) = 2 = numero de incogni-

Se estudian los valores que son raices de |C| tas y, por lo tanto, el sistema es compatible determi-
do.
* Para k = —3 se tiene: nade
I
RI=3 0o 2l2:43.-12= KLY Discute, segln los valores del parametro m, los si-
2 —| —-3/2-12-32 guientes sistemas:
| | | a) x+ y =
=Rl0 3 5| = R( ] ') mx + z=0
0 3 5/=2: 0 3 5 x+(l+my+mz=m+|
Se tiene que R(C) = R(A) = 2 < numero de incognitas b) (2m + 2)x + my + 2z=2m-2
y, por lo tanto, el sistema es compatible indetermi- 2x + (2 —m)y = 0
nado. (m+ I)x +(m+)z= m-1|

Bloque I. Algebra



Solucion: Para todo valorde m # 0, m # —| y m # | se verifica

que:
I I 0
a) Se calcula |C| = [m 0 1 l==m?*=m R(C) = R(A) = 3 = nimero de incégnitas y, por lo tan-
| 1+m m to, el sistema es compatible determinado.
M4 m=mm+1)=0mm=—1,m=0 Se estudian los valores que son raices de |C|
Para todo valor de m # —| y m # 0 se verifica que: *Para m = 0 se tiene:
R(C) = R(A) = 3 = nimero de incégnitas y, por lo tan- 2 0 2 -2)=2-3°
to, el sistema es compatible determinado. Rf2 2 0 022 =
Se estudian los valores que son raices de |C| v =l
e Param = —| se tiene: =R I 0 O =
I 0 I —1)j2-2
I 1 0 | I 1 0 |
Rl=1 0 1 o|liz+22=l0 1 1 1= =R(' 0 0)
I 0 -1 0f/22+3 {0 0 0 0 o 1 -1
I I 0 | Se tiene que R(C) = R(A) = 2 < nimero de incégnitas
= R(o R Y, por lo tanto, el sistema es compatible indetermi-
nado.
. _ =9 < P
Se tiene que R(C) B(A) 2 nimero dellncognlta.s Param =—1 se tiene:
Yy, por lo tanto, el sistema es compatible indetermi-
nado. 0 -1 2 -4 2 3 0 0
Ri2 3 0 O0|=R|0 -1 2 -4
* Para m = 0 se tiene: 0 0 0 -2 0 0 0 -2
I I 0 | Se tiene que R(C) = 2 < R(A) = 3y, por lo tanto, el
Rfo 0 I 0 = sistema es incompatible.
I 1 0 1I/=1 )
*Param = | se tiene:
_ R( I 1 0 | 4 1 2 4 1 2
0O o I o0 R[2 I 0 =R[2 I 0=
Se tiene que R(C) = R(A) = 2 < nimero de incdgnitas 2 0 232 o
y, por lo tanto, el sistema es compatible indetermi- I 0 | I 0 |
nado. =R|4 | 2|2-4-12=R[(0 | -2 =
m+2  m 2 2 | 0)/3:-2-1" 0 I -2/=2"
b) Se calcula el |C| =] 2 2-m 0 |= e 0o |
m+ | 0 m+ | o I -2
=-2m(m+ 1)(m—1) Se tiene que R(C) = R(A) = 2 < nimero de incognitas
y, por lo tanto, el sistema es compatible indetermi-
mm+ )(m-1)=0=>m=0,m=-1,m=1| nado.
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Ejercicios y problemas

Preguntas tipo test

[E Un sistema lineal heterogéneo es compatible deter-
minado si (C, matriz de los coeficientes, y A, matriz
ampliada con los términos independientes):

([ R(C) < R(A)
R(C) = R(A) = N.° de incognitas
(A R(C) > R(A)

RO # R(A)

[P Si tenemos el sistema lineal matricial CX = B tal que
existe C', la solucion es:

1 X=BC
[ X=BC"
(1 X=0CB
Xl X=C'B

[EM Un sistema lineal homogéneo:
Siempre es compatible.
(] Siempre es incompatible.
(1 Unas veces es compatible y otras incompatible.

(1 Ninguna de las anteriores es cierta.

3 Un sistema lineal de tres ecuaciones con dos incég-
nitas:

Si R(C) = R(A) = 2, es compatible.
(1 Si R(A) = 3, es compatible.
(1 Si R(C) = 3, es compatible.

(1 Si R(C) = R(A) = 3, es compatible.

[l Un sistema lineal de tres ecuaciones con tres incdg-
nitas:

(1 Si R(C) = R(A) = 2, es compatible determinado.
(1 Si R(C) # R(A), es compatible determinado.
X1 Si R(C) = R(A) = 3, es compatible determinado.

(1 Si R(C) < R(A), es compatible determinado.
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[ Se considera el sistema lineal de ecuaciones, dependien-
tes del parametro real a:

x=2y+ z=0
3x+2y—-2z=3
2x+2y+az=8

Discute el sistema para los distintos valores de a
Xla=-7/4,S.CD., sia=-7/4,S..
(da=-7/4,S.CD,sia=-7/4,5S.l.
Jda=+2S.CD,sia=2,S.l
(Ja=2,SCD,sia=2Sl

P Resuelve el sistema del ejercicio 6 para a = 4
Ax=2,y=3,z=4
Ax=-2,y=3,z=—-4
Xix=y=z=1
dx=-l,y=-2,z=-3

[} Discute, en funcién del parametro g, la solucién del si-
guiente sistema de ecuaciones lineales.

x+4y+ z= 2

3x— y+2z= |

2x -5y +az=-a
(da=-1,S.CD,sia=—1,Sl
Xla=+1,S.CD.,sia=1,S.C..
(da=1,S.CD,sia=|SCl
(da=2,S.CD,sia=2Sl

[l Resuelve el sistema del ejercicio 8 cuando sea compa-
tible determinado.

Ax=y=z=5
dx=15y=6z=1
Ax=-1/2,y=2/3,z=—-4/5
XIx=15/13,y=6/13,z=~1

[} Resuelve el sistema del ejercicio 8 cuando sea compa-
tible indeterminado.

Ax=y-2,z=-y+2

XIx=9—-3,z=—13y+5
Ax=3y—1,z=-3y+ |
Ax=-9y+3,z=13y-5



Ejercicios y problemas propuestos

1. Teorema de Rouché

] Discute el siguiente sistema:

3x—y+2z= |
x+4y+ z= 3
2x -5y + z=-2

Solucion:

Como |C| = 0, se halla el rango de C y de A por Gauss y
se obtiene:

R(C) = 2 = R(A) < numero de incognitas y, por lo tanto, el
sistema es compatible indeterminado.

L[ Discute el siguiente sistema:

S5x+4y+5z=9
x—2y =1
S5x+3y+5z=5

Solucion:

Como |C| =-10, el R(C) = R(A) = 3y, por lo tanto, el sis-
tema es compatible determinado.

Discute el siguiente sistema:

2x+y+4z= 0
4x —y+2z=—-4
Ix—y+ z=-2

Solucion:

Como |C| = 0, se halla el rango de Cy de A por Gauss y
se obtiene:

R(C) =2 < R(A) = 3y, por lo tanto, el sistema es incom-
patible.

Ll Discute el siguiente sistema:

8+ y+4z=9
S5x-2y+4z=6
x+ y =1

Solucion:

Como |C| = 0, se halla el rango de Cy de A por Gauss y
se obtiene:

R(C) = 2 = R(A) < nimero de incognitas y, por lo tanto,
el sistema es compatible indeterminado.

B} Discute el siguiente sistema:
2Xx— y+ z=-2
x+2y+3z=-]|
x—3y—-2z= 3

Solucion:

Como |C| = 0, se halla el rango de Cy de A por Gauss y
se obtiene:

R(C) = 2 < R(A) = 3y, por lo tanto, el sistema es incom-
patible.

A Discute el siguiente sistema:

x+2y—4z= |
2x+ y—-5z=-|
X— y—- z=-2

Solucion:

Como |C| = 0, se halla el rango de Cy de A por Gauss y
se obtiene:

R(C) = 2 = R(A) < nimero de incognitas y, por lo tanto,
el sistema es compatible indeterminado.

Al Discute y resuelve, si es posible, el siguiente sistema:
2x+4y— z+2t= O
x+ y+ z = 3
S5x—-2y—4z—- t=-12

Solucion:

Como hay mas incognitas que ecuaciones, se pasa t al
2.° miembro y se resuelve por Gauss, obteniéndose la so-
lucién:
= 3t—2 _9-T7t 5= 4t + 32
13" 3 I3

La solucién en ecuaciones parametricas es:

X=3x-2
13
_9-7\
Y =713 A=R
_ 4\ +32
K]
t=A

2. Regla de Cramer y forma matricial

23 Resuelve por Cramer:
7x+ 2y+3z=15
5x— 3y+2z=15
10x— 11y + 5z =36

Solucién:
Como |C|= -36, el sistema es de Cramer.
La solucién es:

x=2,y=-1,z=1|

£ Resuelve por Cramer:
3x+2y+4z=1
2x+ y+ z=0
x+2y+3z=1

Solucion:
Como |C| = 5, el sistema es de Cramer-.

La solucioén es:

4. Sistemas lineales con parametros



XY Resuelve por Cramer:

x+ y+ z=1
3x — 4y =5
7x— y—3z=8

Solucion:
Como [C]| = 46, el sistema es de Cramer-.

La solucién es:
27 17 9

=

XT3 VT T 4607 46

5l Resuelve por Cramer:

x+2y+3z=0
x+2y+ z=0
2x+ 3y +4z=2

Solucién:
Como [C| = -2, el sistema es de Cramer-.
La solucién es:

x=4,y=-2,z=0

£ Resuelve matricialmente:

I 2 1)x I
2 -1 2fly]=1(2
1 2z 3
Solucion:
|C| = —5. Calculando la matriz inversa de los coeficientes
se tiene:
x\f1o2 Y x
yl|=12 -1 2| |2]=|y|=
z | I 2/ \3 z
(-4 -3 | | -1
=-%|-2 | 0]-|12]=| 0
3 1 -l 3 2
La soluciones: x=—1,y=0,z=2
Resuelve matricialmente:
I 0 I\(x 2
I Olfyl=]-2
0o I 1)\z 0

Solucion:

|C|] = 2. Calculando la matriz inversa de los coeficientes
se tiene:

x\ (1 0 1\ 2

yl=11 1 o] |-2]|=

zl lo 1 1/lo
X\ v -1 (2 0
y|==-1 1 1]-|-2]=]-2
z I -1 1] {o 2

La solucion es: x =0,y =-2,z=2

Blogue I. Algebra

3. Discusion de sistemas
con parametros

£ Discute, segin el valor del parametro m, el siguiente
sistema:

mx + my=6}
x+(m-1)y=3

Solucion:

Se calcula |C| = ‘nI"i mnj |

‘=m2—2m
m-2m=0=>mm-2)=0=m=2,m=0
Para todo valor de m # 2 y m # 0 se verifica que:

R(C) = R(A) = 2 = nimero de incognitas y, por lo tanto, el
sistema es compatible determinado.

Se estudian los valores que son raices de |C|
* Para m = 2 se tiene:

R(C) = R(A) = | < ndmero de incégnitas y, por lo tanto,
el sistema es compatible indeterminado.

¢ Para m = 0 se tiene:

R(C) = | <R(A) =2y, por lo tanto, el sistema es incom-
patible.

] Discute, segin el valor del parametro m, el siguiente

sistema:

(m+Ix+ y+ z=3
x+ 2y+mz=4
x+tmy+ 2z=2

Solucion:
m+1 | I

€= 1 2 m|=-m’-m*+6m
I m 2

m+m—-6m=0=m=0m=-3,m=2

Para todo valor de m # 0, m # =3 y m # 2 se verifica
que:

R(C) = R(A) = 3 = numero de incégnitas y, por lo tanto, el
sistema es compatible determinado.

Se estudian los valores que son raices de |C|
* Para m = 0 se tiene:

R(C) = 2 = R(A) < nimero de incognitas Yy, por lo tanto,
el sistema es compatible indeterminado.

¢ Para m = —3 se tiene:

R(C) =2 < R(A) = 3y, por lo tanto, el sistema es incom-
patible.

* Para m = 2 se tiene:

R(C) =2 <R(A) = 3y, por lo tanto, el sistema es incom-
patible.



[ Discute, segln el valor del parametro g, el siguiente

sistema:
x+y+2z=3
2x —y+az=9
x—y—6z=5
Solucioén:
I 2
Secalcula [C|=|2 - a|=2a+ 16
I -1 -6

20+ 16=0=>a=-8
Para todo valor de a = —8 se verifica que:

R(C) = R(A) = 3 = nimero de incognitas y, por lo tanto, el
sistema es compatible determinado.

Se estudian los valores que son raices de |C|
* Para a = —8 se tiene:

R(C) = R(A) = 2 < nimero de incognitas y, por lo tanto,
el sistema es compatible indeterminado.

KLl Discute, segln el valor del parametro g, el siguiente

sistema:
x+y+2z=2
2x—y+3z=12
Sx—y+az=6
Solucion:
I 1 2
IC]=12 =1 3[=-3a+24
5-1 a

30-24=0=>ad-8=0=a=8
Para todo valor de a # 8 se verifica que:

R(C) = R(A) = 3 = nimero de incognitas y, por lo tanto, el
sistema es compatible determinado.

Se estudian los valores que son raices de |C| = 0
* Para a = 8 se tiene:

R(C) = R(A) = 2 < nimero de incognitas y, por lo tanto,
el sistema es compatible indeterminado.

[ Discute, segln el valor del pardmetro k, el siguiente

sistema: 3x-5y=6
x+ y=k
x+2y=2

Solucion:

Como hay una ecuacién mas que incognitas, se estudia el
determinante de la matriz ampliada.

3-5 6
Al={1 1 k|=-1lk+22
| 2 2

I1lk-22=0=>k-2=0=k=2

Para todo valor de k # 2 se verifica que:

R(C) < R(A) = 3y, por lo tanto, el sistema es incompatible.
Se estudian los valores que son raices de [A|

* Para k = 2 se tiene:

R(C) = R(A) = 2 = nimero de incognitas Yy, por lo tanto,
el sistema es compatible determinado.

[EEJ Discute, segin el valor del pardmetro k, el siguiente

sistema:
x+ y =1
3x+2y— z=3
kx +3y—-2z=0
—X —-4z=3
Solucion:

Como hay una ecuacién mas que incognitas se estudia el
determinante de la matriz ampliada.

I I 0 |
3 2 -1 3]_
|A] = K 3 -2 0—k+20
-1 0 -4 3

k+20=0=k=-20
Para todo valor de k # —20 se verifica que:
R(C) < R(A) = 3y, por lo tanto, el sistema es incompatible.
Se estudian los valores que son raices de |A|
* Para k = =20 se tiene:
R(C) = R(A) = 3 = nimero de incégnitas y, por lo tanto,
el sistema es compatible determinado.

[ELY Se considera el siguiente sistema lineal de ecuaciones,
dependiente del parametro m:

2xx +y— z=12
x+y+ 2z=5
-X +(m+2)z=3
a) Discute el sistema para los distintos valores de m

b) Resuelve el sistema param = 3

Solucion:
a)[C]=m-1
m-—1=0=>m=1

Para todo valor de m # | se verifica que:

R(C) = R(A) = 3 = nimero de incognitas y, por lo tan-
to, el sistema es compatible determinado.

Se estudian los valores que son raices de |C|
* Param = | se tiene:

R(€) = R(A) = 2 < numero de incognitas y, por lo
tanto, el sistema es compatible indeterminado.

b) Para m = 3 la solucién del sistema es:

x=-3,y=8,2z=0

4. Sistemas lineales con parametros



Para ampliar

[l Se considera el siguiente sistema lineal de ecuaciones,
dependiente del parametro real a:

X—y =2
ax+y+2z=0
x—y+az=|

a) Discute el sistema segun los diferentes valores del
parametro a

b) Resuelve el sistema para a = —|
c) Resuelve el sistema para a = 2

Solucién:
a)|C|=d*+a=a(a+)
a>+a=0=a(@+1)=0=a=0,a=-1I
Para todo valor de a # — 1 y a # 0 se verifica que:
R(C) = R(A) = 3 = nimero de incdgnitas y, por lo tan-
to, el sistema es compatible determinado.
Se estudian los valores que son raices de |C|
* Para a = —| se tiene:
R(C) = R(A) = 2 < nimero de incégnitas y, por lo
tanto, el sistema es compatible indeterminado.
* Para a = 0 se tiene:

R(C) = 2 < R(A) = 3 y, por lo tanto, el sistema es
incompatible.
b) Para a = — 1 la solucién del sistema es:
x=2+y,z=1
La soluciéon en ecuaciones paramétricas es:
x=2+A
y=»X conieR
z=1
c) Para a = 2 la solucién es:
x=lLy=-1l,z=-1/2

[ Sea el siguiente sistema de ecuaciones lineales:
ax+ y—z=0
2x + ay =2
—X +z=|
a) Discute el sistema segln los valores del parametro a

b) Resuelve el sistema cuando tenga mas de una solucion.

Solucion:
a) |C|=d*-a-2
@-a-2=0 = a=-1,a=2

Para todo valor de a # — | y a # 2 se verifica que:

R(C) = R(A) = 3 = numero de incdgnitas y, por lo tanto,
el sistema es compatible determinado.

Se estudian los valores que son raices de |C|

* Para a = —1 se tiene:
R(C) =2 < R(A) = 3y, por lo tanto, el sistema es in-
compatible.

Bloque I. Algebra

* Para g = 2 se tiene:

R(C) = R(A) = 2 < nimero de incégnitas y, por lo tan-
to, el sistema es compatible indeterminado.

b) Para a = 2 la solucién del sistema es:

x=z—1,y=2-z
La solucioén, en ecuaciones paramétricas, es:
x=A—|
y=2-X fconieR
zZ=A

Siendo a un nimero real cualquiera, se define el sistema:

x+2y—az=|
_y+ z=0
ax + z=a

a) Discute el sistema en funcion del valor de a

b) Encuentra todas sus soluciones para a = |

Solucién:

a) |C|=-ad*+2a-1
a-2a+1=0=>a=1
Para todo valor de a # | se verifica que:

R(C) = R(A) = 3 = nimero de incdgnitas y, por lo tanto,
el sistema es compatible determinado.

Se estudian los valores que son raices de |C|
* Para a = | se tiene:

R(C) = R(A) = 2 < nmero de incégnitas y, por lo tan-
to, el sistema es compatible indeterminado.

b) Para a = | la solucién del sistema es:
x=l-zy=z
La solucién, en ecuaciones paramétricas, es:
x=1-A
y=»X condeR
z=A

[ELf Se considera el siguiente sistema lineal de ecuaciones,
dependiente del pardametro real A:

x+ y+5z=0
2x — Ay =0
x— y+ z=0

Discute el sistema segun los diferentes valores del para-
metro A y resuélvelo.

Solucion:
a) [C|=4r— 12
A-12=0=>A=3
Para todo valor de A # 3 se verifica que:

R(C) = R(A) = 3 = nimero de incdgnitas y, por lo tanto,
el sistema es compatible determinado.



Se estudian los valores que son raices de |C|
* Para A = 3 se tiene:
R(C) = R(A) = 2 < nimero de incdgnitas y, por lo tan-
to, el sistema es compatible indeterminado.
b) Para A = 3 la solucién del sistema es:
x=-3z,y=-2z

La solucién, en ecuaciones paramétricas, es:

x=-3t
y=-2t rconteR
z=1

Para A # 3 la solucién del sistema es la solucién trivial:
x=0,y=0,z=0

[EEJ Se considera el siguiente sistema de ecuaciones:
[
X— y =m
I

mx+ y+z

xtmy+z
a) Discute la compatibilidad del sistema en funcién del

parametro m

b) Encuentra, cuando existan, sus soluciones.

Solucion:
a) |C| = 0 para cualquier valor de m

Se estudia el sistema por Gauss y se obtiene que es
incompatible.

b) No hay soluciones.

Problemas

IEil Se considera el siguiente sistema de ecuaciones:

x—y+ z= 6
—x—y+t(a—-4)z=7
x+ty+ 2z =11

a) Discute el sistema en funcién del parametro real a

b) Resuélvelo para a = 4

Solucién:

a) [C| =—-2a + 4
20-4=0=>ad-2=0=a=2
Para todo valor de a # 2 se verifica que:

R(C) = R(A) = 3 = numero de incognitas y, por lo tanto,
el sistema es compatible determinado.

Se estudian los valores que son raices de |C|

* Para a = 2 se tiene: R(C) = 2 < R(A) = 3y, por lo tanto,
el sistema es incompatible.

b) Para a = 4 la solucién del sistema es:

x=-5y=-2,z=9

L[] Se considera el siguiente sistema de ecuaciones:

ax+2y+6z=0
2x+ay+4z=2
2x+ay+6z=a-2

a) Discute el sistema en funcién del pardametro a

b) Resuélvelo para a =2

Solucion:

a) |C|=24-8
-4 =0=>a=-2,a=2
Para todo valor de a # —2 y a # 2 se verifica que:
R(C) = R(A) = 3 = nimero de incdgnitas y, por lo tan-
to, el sistema es compatible determinado.
Se estudian los valores que son raices de |C|

* Para a = =2 se tiene: R(C) = 2 < R(A) = 3 y, por lo
tanto, el sistema es incompatible.

* Para a = 2 se tiene: R(C) = R(A) = 2 < nimero de
incognitas y, por lo tanto, el sistema es compatible
indeterminado.

b) Para a = 2 la solucién del sistema es:
x=3-y,z=—1
La solucioén, en ecuaciones paramétricas, es:

x=3-L
y=2A conA e R

z=—1

EZY Sea el sistema de ecuaciones:

(a+ )x+2y+z=a+3
ax+ y =a
ax+3y+z=a+2

a) Discute el sistema en funcién del parametro real a

b) Resuelve el sistema en los casos en que resulte com-
patible determinado.

Solucion:
a) [C]=a+
a+tl=0=a=-1
Para todo valor de a # — | se verifica que:

R(C) = R(A) = 3 = nimero de incégnitas y, por lo tanto,
el sistema es compatible determinado.

Se estudian los valores que son raices de |C|

*Para a = —1 se tiene: R(C) = R(A) = 2 < numero de
incognitas y, por lo tanto, el sistema es compatible
indeterminado.

b) Para a # — | la solucion del sistema es:

x=1,y=0,z=2

4. Sistemas lineales con parametros



EE] Se considera el sistema:

2x + my =0
X + mz
x+ y+ 3z

m
I

a) Discute el sistema segun los valores de m

b) Resuelve el sistema param = 6

Solucion:

a) |C| = m*-5m
m-5m=0=>mm-5=0=>m=0,m=5
Para todo valor de m # 0 y m # 5 se verifica que:

R(C) = R(A) = 3 = numero de incognitas y, por lo tanto,
el sistema es compatible determinado.

Se estudian los valores que son raices de |C|

*Para m = 0 se tiene: R(C) = R(A) = 2 < numero de
incégnitas y, por lo tanto, el sistema es compatible
indeterminado.

* Param =5 se tiene: R(C) =2 <R(A) = 3y, por lo tanto,
el sistema es incompatible.

b) Para m = 6 la solucion del sistema es:

x=-12,y=4,z=3

ELY Sea el sistema homogéneo:
X + z=0
x+my+ 2mz =0
2xx+my+(2m+3)z=0

a) Calcula el valor de m para el que el sistema tenga

soluciones distintas de la trivial.

b) Halla las soluciones.

Solucion:
a) |C] =2m

2m=0=>m=0

Para todo valor de m = 0, la solucién es la trivial.
b) Para m = 0 se tiene:

R(C) = R(A) = 2 < nimero de incdgnitas y, por lo tanto,
el sistema es compatible indeterminado.

La soluciénes: x=0,z=0

La solucién, en ecuaciones paramétricas, es:

x=0
y=AconieR
z=0

E5f Dado el sistema de ecuaciones:

2x+y+z
x—yt+tz=

I
N —
—

a) Estudia su compatibilidad.

b) Afade al sistema una ecuacién de tal forma que el
sistema resultante tenga solucion Unica. Justifica la
respuesta y encuentra dicha solucion.

Bloque I. Algebra

c) Anade al sistema dado una ecuacién de tal forma que
el sistema resultante sea incompatible. Justifica la res-
puesta.

Solucion:

a) R(C) = R(A) = 2 < nimero de incognitas y, por lo tanto,
el sistema es compatible indeterminado.

b) 2x+y+z=1
X—y+z=2
z=0

El sistema tiene como solucién:
x=1l,y=-1,z=0
c) Se anade una ecuacién contradictoria con las otras dos;

por ejemplo, sumando y cambiando el término inde-
pendiente:

3x+2z=0

ELJ Se considera el siguiente sistema:
xX—y = a
x az=2a+ |
x—y+a@-1)z=2a
a) Discute el sistema segln los valores del parametro
real a

b) Resuelve el sistema para a = 3

Solucién:
a) |C|=d*-a
@-a=0=a(@-1)=0=>a=0,a=|
Para todo valor de a # 0 y a = | se verifica que:
R(C) = R(A) = 3 = nimero de incdgnitas y, por lo tanto,
el sistema es compatible determinado.
Se estudian los valores que son raices de |C|
* Para a = 0 se tiene:
R(C) = R(A) = 2 < nimero de incdgnitas y, por lo tan-
to, el sistema es compatible indeterminado.
* Para a = | se tiene:

R(C) =2 < R(A) = 3y, por lo tanto, el sistema es in-
compatible.
b) Para a = 3 la solucién del sistema es:
x=52,y==1/12,z=1/2

Para profundizar

LIl Se considera el siguiente sistema de ecuaciones en las
incégnitas x, y, z, t:
x+ 2y+ z =0
y+2z+t=0
2x + 2ky -t=0
a) Encuentra los valores de k para los que el rango de la
matriz de los coeficientes del sistema es 2
b) Resuelve el sistema anterior para k =0



Solucién:
a) Estudiando la matriz de los coeficientes por Gauss se
obtiene que si k = 3/2, el R(C) =2
b) Para k = 0, la solucion es:
x=t2,y=0,z=-t/2

La solucién en ecuaciones paramétricas es:

Y
)

=0

4 A [conreR
x=-3

=

L] Se considera el siguiente sistema de ecuaciones:
Ax + 2y = 3
—X +2Az= —|
3x— y— 7z=A+1
a) Halla todos los valores del parametro A para los que
el sistema correspondiente tiene infinitas soluciones.

b) Resuelve el sistema para los valores de A obtenidos
en el apartado anterior.

c) Discute el sistema para los restantes valores de A

Solucion:

a) |C| =20+ 120 - 14
202+ 12— 14=0
N+6L-7=0
A==7, A=

Se estudian los valores que son raices de |C|

* Para A = =7 se tiene: R(C) =2 < R(A) = 3y, por lo
tanto, el sistema es incompatible.

*Para A = | se tiene: R(C) = R(A) = 2 < nGmero de
incdgnitas y, por lo tanto, el sistema es compatible
indeterminado.

b) Para A = | la solucién del sistema es:
x=1+2z,y=1-z

La solucién, en ecuaciones paramétricas, es:

x=1+2%
y=l-A (conieR
z=)

c) Para todo valor de A # -7 y A # | se verifica que:
R(C) = R(A) = 3 = nimero de incognitas y, por lo tan-
to, el sistema es compatible determinado.

EEJ Discute el sistema, segun el valor del pardmetro m, y
resuelve en los casos de compatibilidad.

2x+ 3y+ z= 4
3x+ y+mz= 6
—2x— 10y — 2z=m—-4

Solucion:

a) [C] = 14m - 14
[4m-14 =0
m—-1=0
m=|

Para todo valor de m # | se verifica que:

R(C) = R(A) = 3 = numero de incégnitas y, por lo tanto,
el sistema es compatible determinado.

Se estudian los valores que son raices de |C|
*Param = | se tiene:

R(C) =2 < R(A) = 3y, por lo tanto, el sistema es in-
compatible.

b) Para m # | la solucién del sistema es:

_ 3m? +27m - 28 _—m2m-3) _  -m
X l4m-1) YT T4m=1) ' ZT 2m-1)
[ Dado el siguiente sistema:
x+ z=|
y+(@-1)z=0
x+(@-ly+ az =

a) Discute el sistema segun el valor del parametro a

b) Resuelve el sistema en todos los casos de compatibi-

lidad.
Solucion:
a) |C|=-ad*+3a-2
a@-3a+2=0=a=1,a=2

Para todo valor de a # | y a # 2 se verifica que:

R(C) = R(A) = 3 = nimero de incdgnitas y, por lo tanto,

el sistema es compatible determinado.

Se estudian los valores que son raices de |C|

* Para a = | se tiene:
R(C) = R(A) = 2 < nimero de incégnitas y, por lo tan-
to, el sistema es compatible indeterminado.

* Para a = 2 se tiene:

R(C) =2 < R(A) = 3y, por lo tanto, el sistema es in-
compatible.

b) Para a = | la solucién es:
x=1-zy=0
La solucioén, en ecuaciones paramétricas, es:
x=1-2
y=0 conA e R
z=A
Paraa# | y a # 2, la solucion es:

a— | a-— | |

a-2'V" 42" T a2

X =

4. Sistemas lineales con parametros
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ELJ Resuelve el sistema:

2x— y+ z=-8
x+3y—2z= 5
2x+ y+3z= 4

Solucidn:

Ejercicio 54
2x-y+z=-8

resolverix + 3y — 2z =5 =+ {{x=-3,y=4,z=2}}
2x+y+3z=4

Solucion: x=-3,y=4,z=2

EA Considera el siguiente sistema de ecuaciones:
ax+ay+z=4
x—ay+z=1
X+ y+z=a+2

a) Resuélvelo para el valor de # que lo haga compa-
tible indeterminado.

b) Resuelve el sistema que se obtiene para 2 = 2

Solucién:

[ Ejercicio 55
a) Resuélvelo para el valor de a que lo haga compatible indeterminado.

a 1 1
Clay=|1 -a 1]|;

11 1
a1 1 4
Aa)=|1-a1 1 |;
11 1a+2

| IC(a)] = -a2+1
|reso|ver(—a2+1=0) = {{a=-1},{a=1}}
-1 11
C(-1) = |1 11
1 11
| rango(C(=1)) =» 2
-1114
A-1) = |1 111
1 111
| rango(A{-1)) => 2
Paraa = -1, R[C) = R(A) =2< 3 = numero de incognitas.
Sistema compatible indeterminado.
111
C(1) = |1 -11
11 1
| rango(C(1)) = 2
11 14
A1) = |1 -1 11
1113
| rango(A(1)) => 3
Paraa=1,R(C) =2 # R(A) =3
Sistema incompatible.

Es compatible indeterminado paraa=-1
Lo resolvemos paraa = -1

-x+y+z= 4 3 5

resolverix +y+z=1 = {{x=—§,y=—z+ E,z=z}}
X+y+z=1

b) Resuelve el sistema que se obtiene paraa=2
2x+y+z=4

resolver{x—2y+z=1t =» {{x=0,y=1,z=3}}
x+y+z=4

Solucion, x=0,y=1,z=3

Blogue I. Algebra

E Discute, segun los valores del pardmetro 4, el si-
guiente sistema:

bx + y=1
x+(k+1)y=1
X+ ky =1
Solucién:
[ Ejercicio 56
k 1
C(k)=(1 k+1);
1 k
k 1 1
A(k)=(1k+11);
1 k 1
| IA(K)]| = k-1

| resolver(k = 1 =0) => {{k=1}}
Para k # 1, R(C) < R(A) = 3, sistema incompatible.
Parak =1

11
C(1) = (12
11
| rango(C(1)) => 2
111
A1) = [121
111
| rango(A(1)) => 2

Sik =1, R(C) = R(A) =2 = n" de incognitas.
Sistema compatible determinado.

24 Clasifica el sistema siguiente segtn los valores del
pardmetro 4

kx+y—2z=0
—x—y+kz=1

x+y+ z=+k

Solucién:
[ Problema 57

k 1 -2
Cik=|-1 -1 k |;
1 1 1

k 1 -20
Aky=|-1 -1 k 1];
T 1 1 k
[ IC(k] = -k2+1
|resolver(—k2+1=0) =» {{k=-1},{k=1}}
Parak #+ -1,k # 1, R(C) = R(A) =3 = numero de incognitas.
Sistema heterogéneo compatible determinado.
-1 1 -2
C(-1) =>» | -1 -1 -1
1 1 1
| rango(C(-1)) = 2
-1 1 -2 0
A(-1) = | -1 -1 =1 1

1 1 1 -1
| rango(A(-1)) => 2
R(C) = R(A) =2 < 3 = numero de incégnitas.




Sistema compatible indeterminado.
1 1 -2
C(1) = | -1 -1 1
17 1 1
| rango(C[1)) => 2
1 1 -20
A1) = | -1 -1 1 1
1 1 11
| rango(A(1)) => 3
R(C) # R(A), sistema incompatible.

E3 Dado el sistema homogéneo:

x+ky—z=0
kx— y+2z=0
(k+Dx+y =0

averigua para qué valores de £ tienen soluciones
distintas de x = y = z = 0. Resuélvelo en tales casos.

Solucién:

[ Problema 58
1 k -1
k -1 1
k+1 1 0
| resolver(k2-k-2=0) = {{k=-1},{k=2}}
Tiene soluciones distintasdex =y =zparak *+# -1, k# 2
Parak = -1

- k2-k-2

x—-y-z=0
resolvery - x-y+z=0; =» {{x=z,y=0,z=2z}}
y=0
Solucibnx=2z,y=0
Parak =2
x+2y-2z=0 1 3
resolveri2x —y+ z=0; =» {{x=—€ -z,y=g -z,z=z}}
3x+y=0

Solucién x = -zI5, y = 3zI5

&l Dado el sistema de ecuaciones lineales

x—ay=2 }

ax— y=a+1

determina para qué valor o valores de # el sistema
tiene una solucién en la que y = 2

Solucién:
Problema 59
Resolvemos el sistema cuandoy =2
X—-2a=2 —1 e = E =
resolver{a_x_2=a+1} = {{a—1,x—4},{a— 2 ,X= 1}}

Tiene la soluciony =2 cuandoa=10a=-3/2

[ Plantea y resuelve el sistema de ecuaciones dado por:

S R

Solucién:
Problema 60

(1 2)() - (3s7)

resolver{g: t 3y +43 5} {{ == 3 =V—-2}}

Lasoluciones: x=213,y

il Dada la matriz:
2 1
b3
calcula dos niimeros reales x e y tales que se verfique:
A+xA+y[=0

siendo / la matriz unidad de orden 2 y O la matriz
nula de orden 2

Solucién:
[ Problema 61

a=(33) = (33)
= (o9) = (o7)

2.-x+y+2 x+1
A+x-A+y-| = ( 2.x+2 3-x+y+3)

2x+y+2=0
I x+1=0
resolveris. .5 =g
3x+y+3=0
La solucidnes: x=-1,y=0

= {{x=-1,y=0}}

A Se considera el sistema:
x—2y+ z=1
3x—5y+ z=4
x—y+(@a-2)z=2
a) Discute el sistema para los distintos valores de 4

b) Halla todas las soluciones para 2 = 3

Solucién:
[ Problema 62
1 -2 1 1 -2 1
C(a)=|3 -5 1 = a— (3 -5 1
1 -1a-2 1 -1a-2

| IC(a)] = a-1
| resolver(|C(a)| =0) => {{a=1}}
Para a = 1, sistema compatible determinado.
Paraa=1
1 -2 1
C{(1) =» |3 -5 1
1 -1 -1
| rango(C(1)) = 2

1-1-12
Sistema compatible indeterminado.
b)Paraa=3
x—-2y+z=1
resolver{3x -5y + z=4; =» {{x=3,y=1,z=0}}
X-y+z=2

1-2 11
rango|3 -5 1 4| =» 2

4. Sistemas lineales con parametros



