Unidad 3.
Determinantes

1. Determinantes de orden 2 y 3 por Sarrus

Piensa y calcula

3 _6
Dada la proporcién — = —, calcula el producto de extremos menos el producto de medios.

4 8

Solucion:
3:8-6:-4=24-24=0

Aplica la teoria

il Calcula mentalmente los siguientes determinantes:

| 0 2 -3 5
::1)|A|=‘2 0‘ b) B|=[4 7 -I
2 -3 5
Solucion:

a) |A| = 0 porque tiene una columna de ceros.

b) |B| = 0 porque tiene dos filas iguales, la .2y la 3.2

EA Calcula mentalmente los siguientes determinantes:

| 3 3 -2 |
a) |A|=‘2 6‘ b) |B|=|4 7 -9
7 5 -8
Solucion:

a) |A| = 0 porque tiene dos filas proporcionales; la 2.* es
el doble de la |.?

b) |B| = 0 porque tiene una fila que es combinacién lineal
de las otras dos; la 3. es la suma de la |.* y de la 2.7

Kl Halla los determinantes que se puedan calcular de las
siguientes matrices:

el

we=ls ol

Solucion:
3 —4
Al = =
a) [A| 5 6‘ 38

b) No se puede calcular porque no es cuadrada.
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Kl Halla los determinantes de las siguientes matrices:

4 7 2 5
a)A—(_2 9) b)B—(8 _9)
Solucion:
4 7 2 5
a)|A|—_2 9‘—50 b)|B|—‘8 _9‘——58

[l Halla los determinantes de las siguientes matrices:

3 -2 5 | 2 3
a)A=| 4 | 6 bypB=|4 5 6
-9 7 8 7 8 9
Solucion:
3 -2 5 I 2 3
a) [A|=| 4 | 6/=255 b)|B|=|4 5 6(=0
-9 7 8 7 8 9

[ Halla los determinantes de las siguientes matrices:

-2 5 -1 8 -3 |
a)A=( 4 6 9 b)B=|5 4 -9
-3 8 7 2 7 6
Solucion:
-2 5 -
a)|[A|=| 4 6 9[=-265
-3 8 7
8 -3 |
b) |B|=[5 4 -9|=867
2 7 6




[l Halla los determinantes de las siguientes matrices:

5 0 O 5 -4 5
a)A=|0 5 0 b)p=(0 2 -6
0 0 5 o o 7
Solucion:
5 0 O 5 -4 5
a)|[A|=|0 5 0|=125 b)|B|=|0 2 -6|=70
0 0 5 o o0 7

Kl Siendo Ef = (I 2 3) la traspuesta de la matriz E,
calcula el determinante de la matriz E' - E

Solucion:
|
E-E=(1,2,3)[2]=(14)
3
|E*-E|=|14]| = 14

2. Propiedades de los determinantes

Piensa y calcula

5
Dada la matriz (

3 4
Solucion:
|5 6|_ (5 3 o |5
O S L =)

Ambos determinantes son iguales.

Aplica la teoria

2 3 -5 2 3 -5

ERSean Al=| 0 | 9|=-374yB|=|-8 7 4

-8 7 4 o 1 9

Halla mentalmente |B|. ;Qué propiedad has utilizado?
Solucion:
|B| = 374

Porque el determinante |B| se obtiene del |A| cambiando
la 2.* y 3.* filas.

[L[J] Halla el valor de los siguientes determinantes y com-
prueba que son iguales.

El [B| se obtiene sustituyendo su 3.* fila por la suma de
las tres filas de |A|

3 -1 2 3 -1 2
|Al=| 4 5 -6| |B|]=(4 5 -6
-2 4 7 5 8 3
Solucion:
|A| = 245 |B| = 245

il Comprueba la identidad |A| = |A{| siendo:

2 -4 8
|A|]=l0 6 -7
5 2 -9
Solucion:
|A| =—180 |AY =—180

6

6
halla su determinante y el de su traspuesta. ;Cémo son?

|

LA Sabiendo que:

a b c
d e f|=2
g h i

calcula el siguiente determinante y enuncia las propie-
dades que utilices:

a+2b ¢ b

d+2 f e

g+2h i h

Solucion:
at2b ¢ b| |a cl |2b ¢ b
d+2 f e|=|d e fl|+|2e f e|=
g+2h i h| |g h il |2h i h
a b ¢ 2b ¢ b
=—|d e f|+|2e f e|l=—2+0=-2
h i 2h i

En el 1.°" paso hemos descompuesto el determinante en
la suma de otros dos que tienen la 2. y 3.* columna igua-
les y la suma de las dos primeras columnas coincide con
la 1.* columna inicial.

En el 2.° paso hemos cambiado en el |.* determinante
la 2.* columna con la 3.7 y, por tanto, el determinante
cambia de signo y el 2.° determinante es cero, porque la
|.* columna es el doble de la 3.

3. Determinantes



k] Si todos los elementos de una matriz de orden 3 x 3 LY Dadas las matrices

se multiplican por (—1), ;qué relacion hay entre los 2 -5 9 4
determinantes de la matriz original y de la nueva A= 7 gl? B= 3 |
matriz!
comprueba que: |A - B| = |A| - |B|
Solucion: Solucion:
Si todos los elementos de una matriz de orden 3 X 3 se A:B= (2 _5) . (9 4) = ( 3 |3)
multiplican por (—1), su determinante queda multiplica- 7 8/ 3 -l 87 20
d — | 3=_ | 3 13
o por (—1) |A.B|=‘87 20‘=_|07|
La propiedad que se ha utilizado dice que para multi-
plicar un determinante por un nimero se multiplica el 12 =5|_ 19 4| _
; . |A| = =51 |B| = =-21
numero por cada elemento de una linea. Como se mul- 7 8 3 —|
tiplican las tres lineas, se eleva al cubo. A - B[ =51 - (=21) =107
3. Desarrollo de un determinante por los elementos
de una linea
Piensa y calcula
Halla una matriz A de orden 3, es decir, de dimension 3 x 3, definida por: a; = (—1)""/
Solucion:
I -1 I
=(-1 I =1
I -1 I
Aplica la teoria
il Dada la siguiente matriz: Solucién:
6 -3 0
2 9 -7 |
2 9 -8
halla:
a) El menor complementario del elemento aj, Calcula el valor de los siguientes determinantes por
. los adjuntos de la linea mas sencilla:
b) El menor complementario del elemento a;
oG -7 9 | -4 -5
Solucién: s o -2 bl-7 2 3
a —_— —_—
-3 0 4 -5
Y M, = 9 _8‘=24 b)M,3=‘2 9‘=46 4 0 3 8 0 0
Solucién:
Ll Dada la matriz: 4 -7 9
5 -2
8 -7 | a)|5 0 —2=7‘4 3‘:7-23:I6I
A=l2 0 9 4 0 3
3 5 -4
halla: l 4 -5 4 -5
a) El adjunto del elemento a,, b) _; ; 3 =8 ‘2 3‘_ 8-22=176

b) El adjunto del elemento a;,
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LR Calcula el valor del siguiente determinante:

| -7 8
-1 9 5
0 6 -4
Solucion:
| -7 8 I -7 8
-1 9 512+22=|0 2 I3 =‘§ _Ii‘=—86
0 6 —4 6 —4

KEJ Calcula el valor del siguiente determinante:

5 -1 8 0
2 1 4 -3
3 0 8 6
2 7 -8 3

4. Matriz inversa

Piensa y calcula

Solucion:

5 —1 8 0 5 —1 8 0

2 | 4 -3|12+22 _ 7 0 12 -3 _
3 0 8 6 3 0 8 6

2 7 -8 3(7-12+4> |37 0 48 3

7 12 -3 7 12 -3
=l 3 8 6|2-12+22=|17 32 O0|=
37 48 3|12+3° 44 60 O

17 32

:_3‘44 60

‘=—3-(—388)= I 164

Multiplica las siguientes matrices A - By B - A. ;}Qué matriz se obtiene!?

=l o= )

Solucion:

R i C T

En ambos casos se obtiene la matriz unidad de orden 2

Aplica la teoria

IEZJ] Comprueba que las siguientes matrices son inversas:

SR

Solucion:

woels 913 4e(e 2

Al Halla la inversa de las siguientes matrices:

S

Solucion:
3 5
a) [A| = | 2‘— |
A,=2 A, =-5
Ap=—1 Ap =
2 -5
A—I -
7
7 3
b) |A| ‘4 2‘— 2
A= Ay =-3
A,=—-4 An=17
| =32
= =
B (—2 7/2)

3. Determinantes



24 Halla la inversa de las siguientes matrices:

6 3 |
A=[-5 -3 —|
5 4 |
Solucion:
6 3 |
a)|JA|=|-5 -3 —1|=
5 4 |
-3 -1
A=l ]!
3 |
An=l_3 |70
-5 -1
A, = =
12 5 I 0
6 |
A=l . _|=t
-5 -3
As= =-
555 4770
6 3
Ay = _5 _3 =-3
| | 0
A'=[ 0 | |
-5 -9 -3
8 -2 4
b)[B|=|-7 2 -5|=
4 - 3
2 -5
Bllz‘_l 3‘_|
-2 4
le_‘ 2 _5‘=2
-7 -5
B,=— = |
=7 73
8 4
By, =— 12
32 ‘_7 _5‘
-7 2
B|3 ‘ 4 _I‘ I
8 -2
B33 ‘_7 2‘_2
172 1 |
B'=| 112 4 6
—-1/2 0 |
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8 -2

B=|-7 2 -5

4
3 1
e
6 |
A, = = |
22 ‘5 I‘

6 3
et s
2 4
el e
8 4

B, = =

o=l 3=s
8 2

an_L _J:o

E£] Dadas las siguientes matrices, determina si son
invertibles y, en su caso, calcula la matriz inversa y el
determinante de dicha inversa.

SO PO B TR P

Solucion:

Para que una matriz sea invertible tiene que ser cuadra-
da y su determinante distinto de cero.

a) La matriz A es cuadrada.

I 2
A= 4%‘2
Por tanto, A es invertible.
Ai=4 Ay =-2
Ap=-3 Ay =1

-2 |
-1 -
A (3/2 — I/2)

El determinante de la inversa es el inverso del deter-

minante.

| |
N=—=——
|A™] - 2

b) La matriz B no es cuadrada. Por tanto, no es invertible.

[EZ] Considera la matriz A que depende de un pardmetro a
A=(2a a+1 2

a) jPara qué valores de a tiene A inversa! Justifica la
respuesta.

b) Para a = 0 halla la inversa de A

Solucion:

a) Como A es una matriz cuadrada, para que tenga in-
versa, su determinante tiene que ser distinto de cero.
a a I
20 a+l 2|=d-3d*+3a-1I
I I I
3 2 = =
a—-3a"+3a-1=0 = a=|
La matriz A tiene inversa para a # |

b) Para a = 0 se tiene:

0 O |
A=10 | 2

| | |

0O O I
|A| =10 | 2|=—1

| | |

I 2 0 1
A||=‘ ‘=_| A2|__‘ ‘=|



I 2
0 2 0 I
Ap=- =2 Ay = =1
I I
0 |
A _‘o 2‘20

5. Ecuaciones matriciales

Piensa y calcula

Resuelve la ecuaciéon matricial:

Solucion:

s 2=03 )

Aplica la teoria

5] Determina la matriz X de dimensién 2 x 2 tal que:

” a0

x(y 3= 1)+ )
N R
|

) (2 1 2 -l
ﬂi]SeanlasmatrlcesA—(3 2)yB—(_3 2)

Calcula la matriz X tal que AX =B

Solucion:

centon=(3 3 -0 )

0o 1
As= =—1 Ay =-—
1
0 0
Ay, = -0
33 ‘0 I‘
I -1 |
Al=[-2 | 0
| 0O O

Al Halla todas las matrices X tales que XA = AX, siendo

A la matriz:

Solucion:

a b
Sea X =

I Olfa b a
AX'(4 2)(c d)_(4a+2c 4b

a b\l 0\ [(a+4b 2b
XA'(c d)(4 2)_(c+4d Zd)

a=a+4b

b=12b b=0
4a+2c=c+4d c=4d —4a
4b + 2d = 2d

a 0
X_(4d—4a d)

'
+2d

3. Determinantes E



E£J Sean las matrices:

-2 2

¢Existe alguna matriz Y, cuadrada de orden 2, tal que
AY = B? (B es la matriz traspuesta de B). Justifica la

respuesta.
Solucion:
a b
Y=
Sea (c d)
-2 3
B'=| 2 -1
0 |
AY = B
I 0 -
e b 2 3
[ ¢ dl° 2 -1
-2 2 0 |
a b -2 3
a—c b-—d |=| 2 -1
2c—2a 2d-2b 0 |
a=-—2
b=3
a-c=2
b-—d=-1
2c—-2a=0
2d-2b =1

6. Rango de una matriz

Piensa y calcula

De las cuatro primeras ecuaciones se obtiene:

a=-2
b=3
c=—4
d=4

que no verifican las otras dos ecuaciones; por tanto,
no existe ninguna matriz Y, cuadrada de orden 2, que
verifique la ecuacién pedida.

E£] Sean las matrices:

4 -3 -3

A=| 5 -4 -4
-1 1 0
302 -

B={1 I I
I 0 -3

Resuelve la ecuacion matricial XA — B = 2/, siendo [ la
matriz identidad de orden tres.

Solucion:
XA-B=2]
XA=B+2]
X=(B+2/)A"
5 2 —-1\/4 -3 0 27 -20 3
X=(l 3 1(|4 -3 I|=|17 =13 2
| o —-I/\l -1 -0 3 -2 |

De los siguientes vectores, ;cuales son proporcionales?: u(l,—3,2), V(2, 1,2) y w(-2, 6, —4)

Solucion:

— — I
Son proporcionales: u(l =3,2) y w(-2,6,-4) = —(=—

-2

Aplica la teoria

[E[J] Halla mentalmente el rango de las siguientes matrices:

2 -4 2 -1
a)A—(3 5) b)B—(_6 3)
Solucién:
a) R(A) =2
Porque las filas no son proporcionales.
b) R(A) = |

Porque las filas son proporcionales.
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[Eil] Halla mentalmente el rango de las siguientes matrices:

I 2
a)A=(Z :; |§) b)B=| 3 0
-2 5
Solucioén:
a) R(A) = |
Porque las filas son proporcionales.
b) R(A) =2

Porque las columnas no son proporcionales.



[EZ4 Halla el rango de las siguientes matrices:

4 -3 2 I 2 3
agA=| 0 5 3 b)B=(4 5 6
-7 6 9 7 8 9
Solucion:
4 -3 2
a){ 0 5 3|=24120 = R(A) =3
-7 6 9
Porque el determinante es distinto de cero.
I 2 3
b)[4 5 6|=0 = RA)=2

7 8 9

Porque el determinante es cero y las tres filas no son
proporcionales.

[EE] Halla el rango de la siguiente matriz:

2 -3 0 |
A=|6 -3 7 =2
4 0 7 -3
Solucion:
2 -3 0 I
R(A)=R|6 -3 7 -2|=
4 0 7 -3
I -3 0 2
=R|-2 -3 7 6|2-12+2:=
-3 0 7 4)3-12+3>
I -3 0 2
=R|0 -9 7 10 =R((I) :3 3 |§)=2
0O -9 7 10

[ELY Halla el rango de la siguiente matriz:

6 0 2
az|2 4 0
2 7
4 -2 5

Solucion:
6 0 2
2 4 0 o 2
R(B) =R =R(0 4
2 7 | 2 o
4 -2 5
2 0 | 5
=R(0 4 7 -2
6 -2 2 4/ 3-12-32
2 0 | 5
=R|I0 4 7 -2
0 -2 | Il)22+2-32
2 0 | 5
=R(0 4 7 -2(=3
0O 0 9 20

valores del parametro real a:

2 0
A=|-1 0 -

il Calcula el rango de la matriz A segin los diferentes

a 2
I3

5 a+4 —4 -3

Solucion:

2 0 a 2

R(A) = R| -1 0 —1 3| =

5 a+4 -4 -3
2 2 0 a

=R[ -1 3 0 —l|12+2-22=
5 -3 a+4 —-4)5-22+3>
2 2 0 a

=R|0O 8 0 a-2 =
0 2 a+4 -9 |-3:-22+2-32
2 2 0 a

=R|0O 8 0 a-2
0 O 2a+8 -3a-12

Sia=—-4 = R(A)=2
Siax-4 = R(A)=3

3. Determinantes E



Ejercicios y problemas

Preguntas tipo test

M Indica qué igualdad es falsa: I 0 |
0 7 2 _|7 2 [} La matriz inversade A=|0 | O]es:
-7 3| |0 5 I 2 0
al? ?- ‘7 2‘ 10 | 0 2 -l
-7 3| |7 -3 ajo 12 a1 0 -1 0
7 | 9 I 2 0 -1 -2 |
alZ, 3= 3
=7 30 =3 0 0 | 0 -2 |
7 2| |-7 =2 -2 1 2 o I o0
3 7 3 ‘ 7 _3‘ I 0 —I 2 -l

[P La matriz inversa de una matriz regular A es igual a:

(1 El producto del inverso del determinante de A por la
matriz adjunta de A

(] La adjunta de su matriz traspuesta.

El producto del inverso del determinante de A por la
traspuesta de la matriz adjunta de A

(] La traspuesta de la matriz adjunta.

[EM La matriz adjunta es:

(1 La matriz cuyo elemento g; es el menor complemen-
tario del elemento g; de la matriz A

(] La matriz inversa de A

(1 La matriz que se obtiene de eliminar la fila i y la co-
lumna j de la matriz A

La matriz cuyo elemento g; es el adjunto del elemen-

e
af;) ais)

[ Despeja la matriz X en la ecuacion:

) ) 2 3 9
@ La matriz A que verifica A=

2X - AX = C— BX
QAX=Q2-A+B)'C
X =(QI-A+B)y'C

QAX=Q2-A+B)C

to g; de la matriz A
dX=CRI-A+B)"'

[EH Si |A| =3y |B| =—3,|AB| es igual a:

I 3
a0 [l Dada la matriz A = (4 2), la solucién de la ecuacién
-9
6 8
2 - .
a9 XA* + 5A (IO _Zo)es.
a-1
0 I B I =1
i Las matrices X cuadradas 2 X 2 que satisfacen la igual- 2 3 2 -3
I
dad XA = AX,donde A = (0 3), son de la forma: | 2 -1 2
. a
0 a O -1 -3 6 —4
0 0
. -1 2 0 I
a 0) L[} Dadas las matrices A = Lo yB= 1 2 , la ma-
. triz X solucién de la ecuacién AXB = | es:

33 -1 3(-1 2
0 0 (11 -3 3
c o) D?(l o) D(—I 2)
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Ejercicios y problemas propuestos

1. Determinantes de orden 2y 3 por
Sarrus

[ Calcula mentalmente el siguiente determinante:

5 -7
-5 7

IAI=‘

Solucion:

|A| = 0 porque tiene las filas opuestas.

Calcula mentalmente el siguiente determinante:

3 0 -5
Al=|7 0 4
-1 0 9

Solucion:

|A| = 0 porque tiene una columna de ceros.

L Calcula mentalmente el siguiente determinante:

-2 3
10 —1I5

A] = ’
Solucion:

|A| = 0 porque tiene dos filas proporcionales; la 2.* es el
quintuplo de la |.* cambiada de signo.

[EEJ Calcula mentalmente el siguiente determinante:

2 1 3
Al=]-2 -1 -3
4 5 9

Solucion:

|A| = 0 porque tiene una columna que es combinacién de
las otras dos; la 3.* eslasumadela |.*yla2?

L[] Halla el determinante que se pueda calcular de la si-
guiente matriz:

>

1
U O N

|

Solucién:
No se puede calcular porque no es cuadrada.

Eil] Halla los determinantes que se pueda calcular de la si-
guiente matriz:

Solucion:

5
Al =
=3

L4 Halla el determinante de la siguiente matriz:

A= -2 3
| 4 -5
Solucion:
=2 =2
4 -5

EE] Halla el determinante de la siguiente matriz:

A= 4 -5
-6 9
Solucion:
= 473 =6
-6 9

ELY Halla el determinante de la siguiente matriz:

I 0 3
A=12 | 0
6 2 6
Solucion:
I 0 3
[AlI=12 I 0|=0
6 2 6

EEJ Halla el determinante de la siguiente matriz:

-5 1 0
A=| 7 6 -4
2 0 -3
Solucion:
-5 1 o0
[AlI={ 7 6 —-4[=103
2 0 -3

ELJ Halla el determinante de la siguiente matriz:

3 -5 7
A=14 | 2
0 -7 -2
Solucion:
3 -5 7
|Al=(4 1 2| =-200
0 -7 -2

LIl Halla el determinante de la siguiente matriz:

5 -6 |
A=|-4 2 I
0 5 3

3. Determinantes @



Solucion:

5 -6 |
Al=|-4 2 1|=-87
0 5 3

2. Propiedades de los determinantes

9 0 8 8 0 9
EE Sea: |A|=|-7 6 5/=219y|B|=|5 6 -7
4 -3 2 2 -3 4

Halla mentalmente |B|. ;Qué propiedad has utilizado?

Solucion:
|B| =-219

Porque |B| se obtiene del |A| cambiando la |2 y 3.2 colum-
nas.

L] Halla el valor de los siguientes determinantes y com-
prueba que son iguales. La 3.* fila del 2.° se ha obtenido
sustituyéndola por la suma del doble de la 2.* mas la 3.

5 -8 0 5 -8 0
Al=(2 3 I B|=(2 3 |
4 -2 | 8 4 3
Solucion:
Al =9
|B] =9

] Comprueba la identidad |A| = |A] siendo:

2 -3 5
Al={ 4 6 0
-3 5 2
Solucién:
|A] = 238
|AY| = 238
il Sabiendo que:
a b ¢
d e f|=
g h i

calcula el siguiente determinante y enuncia las propie-
dades que utilices:

3a 3b I5¢c
d e 5
g h 5i

Blogue I. Algebra

Solucion:
3a 3b |5c a b 5c
d e 5|=3|d e 5fl=
g h 5i g h 5i
a b ¢
=3-5d e f|=3-5-2=30
g h i
En el |.*" paso hemos sacado factor comtinel 3 enla |.?

fila, y en el 2.° paso hemos sacado factor comun el 5 en
la 3.% columna.

23 Si todos los elementos de una matriz de orden 3 x 3 se
multiplican por (—2), ;qué relacidn hay entre los deter-
minantes de la matriz original y de la nueva matriz?

Solucion:

Si todos los elementos de una matriz de orden 3 X 3 se
multiplican por (-2), su determinante queda multiplicado
por (-2)’=-8

La propiedad que se ha utilizado dice que para multiplicar
un determinante por un numero se multiplica el nimero
por cada elemento de una linea. Como se multiplican las
tres lineas, se eleva al cubo.

3. Desarrollo de un determinante
por los elementos de una linea

B Dada la siguiente matriz:

8 -6 7
A=(9 0 -4
3 -2 5

halla:
a) El menor complementario del elemento a,,

b) El menor complementario del elemento a;,

Solucion:
9 —4 -6 7
M, = =57 b) M;, = =24
M, 3 5‘ ) M, ‘ 0 _4‘

L] Dada la siguiente matriz:

-5 2 -
A=| 6 7 -8
9 -3 4

halla:
a) El adjunto del elemento a,,

b) El adjunto del elemento a,;

Solucion:

2) An=“g “'1‘=—|| b) A23=—“5 2‘=3

9 -3



[l Calcula el valor del siguiente determinante por los ad-
juntos de la linea mas sencilla:

-7 8 0
5 -6 0
9 -3 2
Solucién:
-7 8 0
5 -6 o=2‘"; _2‘=2-2=4
9 -3 2

4. Matriz inversa

[l Sean las matrices:

2 1 2 -1
a3
Comprueba que B es la inversa de A

Solucion:

R
SN R

Halla la inversa de la siguiente matriz:

3 -2
A=
27
Solucion:
_| 3 -2 _
A= s 4‘ 2
Ai=4 Ay =2
A,=5 A,=3

a2 1
A '(5/2 312

[l Halla la inversa de la siguiente matriz:

5 -7
A=
e
Solucion:
_|s -7
wi=|y =
A, =-3 Ay =
A,=-2 A,=5
(3 -7
A (2 -5

£} Sea la matriz:

4 -3 -3
A=| 5 -4 -4
-1 1 0
Determina si es invertible y, en su caso, calcula la matriz
inversa.
Solucioén:

Para que una matriz sea invertible, tiene que ser cuadrada
y su determinante distinto de cero.

4 -3 -3
A= 5 -4 -4[=1
-1 | 0
-4 —4 -3 -3
A=l o’=4 A2,=—’ | o‘=_3
-3 -3
A = _4 _4‘ =0
5 -4 4 -3
A'Z__‘—| o’=4 An ‘—I o‘=_3
4 -3
=t 3=
A,3=5 _4=I Ay = EA = |
-1 1 -1 |
4 -3
Ay = 5 _4‘=—I
4 -3 0
A'=14 -3 |
I -1 -1
[ Sea la matriz:
3 2 -l
A=11 | |
I 0 -3
Determina si es invertible y, en su caso, calcula la matriz
inversa.
Solucion:

Para que una matriz sea invertible, tiene que ser cuadrada
y su determinante distinto de cero.

32 -
Al=[1 1 1|=0
I 0 -3

Por lo tanto, la matriz A no tiene inversa.
il Sea la matriz:
|
A=12 | 3
0 -1 -1

Determina si es invertible y, en su caso, calcula la matriz
inversa.

3. Determinantes



Solucion:

Para que una matriz sea invertible, tiene que ser cuadrada
y su determinante distinto de cero.

| 0 |
Al=12 1 3[=0
0 -1 -I

Por lo tanto, la matriz A no tiene inversa.

.23 Considera la matriz A que depende de un parametro k:

2 -1 I
A=l | k
I -1 2

a) (Para qué valores de k tiene A inversa? Justifica la
respuesta.

b) Para k = -5, halla la inversa de A

Solucion:

a) Como A es una matriz cuadrada, para que tenga inversa,
su determinante tiene que ser distinto de cero.

2 - -1

I I kl=k+8

I -1 2

k+8=0 = k=-8

La matriz A tiene inversa para k # 8

b) Para k = —5 se tiene:

2 -1 -
A={1 I -5

I -1 2

y Y

I 1 -5
A= 2 =3

| -5 -1 -1

—1 -1
Ay = |_5’=6

| -5 2 -
A'Z__‘I 2‘=_7 An:‘l 2“5

2 -
=t 15

I y I
A= —|‘=_2 A23=_‘I —|‘='
An=12 Y =3

Lo

12
A'=|-73 53 3

~23 13|

Blogue I. Algebra

5. Ecuaciones matriciales

Il 0
Ef Siendo: A =2 |
I 0

0 0 |
olyB=[1 0
| I

razona si posee solucién la ecuacién matricial A- X =By,
en caso afirmativo, resuélvela.

Solucion:

-1 0 |

I 0 0)/0 | 0o |

X=A"'B=|- | 0J| 1 o|l={(I -2

—1 0 I\ | | 0

LY Sean las matrices:

I 0
A=(‘2 0 ') yB={1 2
0O I 0 0 —|

Halla una matriz X que verifique:

-3 6
ABX—( 0 3)
Solucion:
I 0
-2 0 1 -2 -1
AB:( )| 2 ( )
0O I 0 0 I I 2
_[-3 6
ABX—( 0 3)

R Y

x=[-23 -18|(-3 6 _(2-5
13 23)\ 0 3] (-1 4

[l Determina la matriz X de dimensién 2 x 2 tal que:

S R N



Bl 3
SR

6. Rango de una matriz

L Halla mentalmente el rango de la siguiente matriz:

(s

Solucién:
RA) =1
Porque las dos filas son proporcionales.

Il Halla mentalmente el rango de la siguiente matriz:

A= 5 -7
o 2
Solucion:

R(A) = 2

Porque las dos filas no son proporcionales.

L Halla mentalmente el rango de la siguiente matriz:

2 -4
A= 0 O
-1 2
Solucion:
R@A) = 1|

Porque las dos columnas son proporcionales.

Para ampliar

Halla el determinante de la siguiente matriz:

2 0 O
A=|0 2 O
o 0 2
Solucion:
2 0 O
JAl=10 2 o0[=8
0o 0 2

£} Halla mentalmente el rango de la siguiente matriz:

az| 2 03
-5 4

Solucion:

R(A) =2

0

Porque las dos filas no son proporcionales.

L[] Halla el rango de la siguiente matriz:

2
A=1|-1
-3
Solucion:
2 —| 0
[A|=[-1 -1 4[=0
-3 0 4
R(A) =2

—1
—1
0

0
4
4

Porque el determinante es cero y no todas las filas son

proporcionales.

Halla el rango de la siguiente matriz:

5
A=13
|
Solucion:
5 0 -2
|A|=(3 -4 7|=-477
Il 9 5
R(B) =3

Porque el determinante es distinto de cero.

Halla el determinante de la siguiente matriz:

7
A=|-8
-9
Solucion:
7 0 O
[AlI=(-8 3 o0|=42
-9 6 2

0

0
0

3. Determinantes



Siendo E'= (I 2 3) la traspuesta de la matriz E, calcula
el determinante de la matriz E - Ef

Solucion:

| 1 2 3
E-E=|2|(1,2,3)=|2 4 6
3 3 6 9
1 2 3
E-E|=[2 4 6|=0
3 6 9

Porque tiene las tres filas proporcionales, la 2.7 es el doble
delal? yla3.®eseltripledelal.?®

Dadas las matrices

a=ls )y e= 30

comprueba que |A - B| = |A| - |B]

Solucion:

P P Ml EL W

| 15 16|

A - B| ‘_47 _58‘ 118
5 -6

Al = =59

m=f; )
-3 —4

B| = =-2

|B| ‘_5 _6’

Al B =59 (-2) =118

(A Calcula el valor del siguiente determinante:

5 -7 4
0 2 -4
7 6 8
Solucion:
5 -7 4 5 -7 -10 5 10
0 2 -4/=|0 2 0| = ‘7_20’=2-I70=340
7 6 8 7 6 20

Dadas las matrices:

ol

Encuentra, si existe, una matriz X tal que verifique:
AB+2CX =D

Blogue I. Algebra

Solucion:
AB +2CX =D
2CX =D - AB
X =(20)"' (D - AB)
3
X =
| |
2 2

LA De las matrices
A= I I
3 3
I 2 3
B=(0 I 2
0o 0 |
determina cudles tienen inversa y, en los casos en que

exista, calcula la matriz inversa y el determinante de di-
cha inversa.

Solucién:

Para que una matriz sea invertible, tiene que ser cuadrada
y su determinante distinto de cero.

a) La matriz A es cuadrada.
[
3 3
Por tanto, la matriz A no es invertible.

Al =

0

b) La matriz B es cuadrada.

I 2 3
Bl={0 1 2/=1
o o0 |
I 2 2 3
B"zlo |‘=' Bz'z_‘o |‘=_2
2 3
B3I=’| 2‘=|
0o 2 I 3
BIZ__’() |‘=0 BZZ_‘O |‘=I
I 3
) -
0 | | 2
B 0 0‘_0 323__‘0 0‘=0
I 2
B33_’0 I‘zl
I -2 |
B'=10 I -2
0o 0 |

El determinante de la inversa es el inverso del determi-
nante.

|
—l] = 1 —
|B |_ |B| I



£ Determina los valores de x e y que hacen cierta la si-
guiente igualdad:

ERE R

Solucion:
I =T\(x\_ [ x—y
3 2/\y 3x + 2y
I x)(3) _ (2x+3
y —1/\2 3y—2
Xx—y | _[2x+3
3x + 2y y—2
Xx— y=2x+3
3x+2y=3y-2
__5 7
X7 VT

U] Halla el rango de la siguiente matriz:

2 3 -5 0
=[-1 2 4 7
I 5 -1 7
Solucion:
2 3 -5 0
RA)=R|-1 2 4 7|i2+2.2:=
I 5 -1 7]20+32
Problemas

23 Sea M una matriz real cuadrada de orden n que verifica la
identidad M* — 2M = 3I, donde | denota la matriz identi-
dad de orden n. Estudia si existe la matriz inversa de M.
En caso afirmativo, expresa M~'en términos de M e |

Solucion:
M?*—2M = 3]

I 2 =
M —2M) = |
M(%(M—2I)) = |
M = %(M -21)

Existirda M™' cuando el determinante de [M — 2| sea distin-
to de cero, [M—2[| =0

EEJ Sean las matrices:

(-2 0 1) ._
A‘(o | o)’B

Calcula |ABC|

2 3 -5 0
=Rlo 7 3 14|=
0 7 3 14
(23 -5 0
=Rlo 7 3 14]72

Ll Dadas las matrices:

-1 0 1
A=l 2 -1 0
| 2 -
I 0 O
I=10 1 0
0 0 |
Halla la matriz X tal que verifique:
AX-1=A
Solucion:
AX-1=A
AX=A+]
X=A"A+))
> 1
4 2 4
| |
A=|— =
2 I 2
s> 15
4 2 4
Solucion:
-3 6
ABC=(0 3):::|ABC|=—9
ELY Sean las matrices:
I 0
A= 1 -1 =72 2 O
3 -1 1

¢Se cumple la igualdad rang(A - B) = rang (A) - rang (B)?
Justifica la respuesta.

Solucién:

rang(A) = 2, rang(B) =2

rang(A) - rang(B) =2-2=4

-2 2 0
A-B=|-5 3 -I

10 -6 2
rang(A - B) =2

3. Determinantes



Porque la 3. fila es: —2 - 2.% Por tanto, no se verifica la
igualdad.

También se observa que:

rang(A) - rang(B) = 4
y que la matriz A - B tiene de dimensién 3 X 3; luego nunca
puede tener rango 4

R Se sabe que:

a b
=5
d‘
a) Calcula el valor de:
3a—b 6a+2b
3c—d 6c+2d

b) Enuncia una de las propiedades de los determinan-
tes que hayas usado en el apartado anterior.

Solucion:

3) 3a—b 6a+2b _ 3a—b 6ba + 3a—-b 2b —
3c—d 6c+2d 3c—d 6c 3c—d 2d
=3a6a_b60+302b_b2b=

3c 6¢c d 6c 3c 2d d 2d
b a a b
=0- + 3. —0=
0 6d c 3-2 c d’ 0
=6-5+6-5=60

b) Se han utilizado las propiedades:

* Un determinante se puede descomponer en la suma
de otros dos de forma que tenga todas las lineas igua-
les menos una, cuya suma sea la del primero. Se ha
aplicado 3 veces.

* Para multiplicar un determinante por un nimero se
multiplica el nimero por cada elemento de una linea.
Por tanto, en una linea se pueden sacar los factores
comunes.

* Si en la matriz se cambian dos lineas paralelas, su de-
terminante cambia de signo.

* Si una matriz tiene dos lineas paralelas proporciona-
les, su determinante es cero.

KL Siendo:
I 0 0 1
A=(2 | I 0
I 0 I I
razona si posee solucién la ecuacién matricial A - X =B
Yy, en caso afirmativo, resuélvela.

0
OlyB
I

Solucion:
Tiene solucién si la matriz A tiene inversa, es decir, si |A| 0

I 0 O
2 10
I 0 |

matricial tiene solucion.
AX=B = X=A"B

= | # 0, luego tiene inversa y la ecuacién

Blogue I. Algebra

X= AB——2

A = —2 )
0
|

-1 0

0}(0
0|1
I/\1

I
ol={1 -2
I

KXl Resuelve la ecuacién matricial A2 -+ X = 2B, siendo:

asly L) eefo

Solucion:
A2-X=2B = X=(A?)"2B
2: —I 2 AZ —1 = 7 —2
R G
2B = 2 -2 8
0 -6 2
X = (A)"'2B
X=7—22—2 8=I4 -2 52
4 —1)\0 -6 2 8 -2 30

KL Considera las matrices:

2 | I 0
S
Calcula una matriz X tal que A + AX = |

Solucion:
A2+ AX = |
AX = —A?
X=A"(I -A?)

ool
-R=( )
cerame( 4 2
of 3

EEJ Se sabe que la siguiente matriz M tiene de rango |

5 6 7
M=11 a b
2 c d

{Pueden determinarse q, b, c y d? Justifica la respuesta y,
en caso afirmativo, hallalos.

Solucion:

Si la matriz tiene rango |, la 2.* fila es proporcional a la | .2
Por tanto:
7

-6 . _7
a—syb—5



Si la matriz tiene rango |, también la 3.* fila es proporcio-
nal a la |.% Por tanto:

4
S TV ES
Para profundizar
E[ Se considera la matriz:
| x =1
A= | |
x x 0

a) Calcula los valores de x para los que no existe la
inversa de A

b) Para x = 3, calcula, si es posible, A™'

Solucion:

a) No existe la inversa para los valores de x que hagan su
determinante cero.

I x -1

I 1 If=x—x

x x 0

X=-x=0 = x(x—1)=0 = x=0, x=1

b) Para x = 3 se tiene:

I3 -1 -1/2 —1/2 2/3
A=(1 | I A= 112 12 -13
3 3 0 0 I —1/3

ELl Considera la matriz:

I
A=A | A
o A |
a) Determina para qué valores del parametro A la ma-
triz A no tiene inversa.
b) Calcula, si es posible, la matriz inversa de A para
A=-2
Solucioén:

a) La matriz A no tiene inversa cuando su determinante
sea cero, |A|=0

Y
AoloA =1 =N
0 A |
1 -22=0
A=1, A==I
b) Para A = -2:
I -2 1| | 0 -1
-2 | =-2| =|-2/3 -1/3 0
0 -2 | —-4/3 -2/3 |

E4 Dada la matriz:

calcula (A'A™')’A

Solucion:

(1 3
A= (2 3
a2 |
A (3/2 —I/2)

g (1 3)(=2 1\ _(52 -112
AR (2 4)(3/2 —|/2) (2 o)

(A‘A")2=(5/§ —Ilg)zz(zu‘; _5_/‘;,)
(A‘A*')zAz(Z”g —5_/‘:)(; i)=(3/§ ||/§)

[EE] Sea M una matriz real cuadrada de orden n que verifica
la identidad M? — 2M = 3/, donde | denota la matriz
identidad de orden n. Halla todas las matrices de la for-

maM = Z Z) que verifican la identidad del enunciado.
Solucion:
_[a b
SeaM = b a)
2 2
y_(a t b 2ab
M 2ab d*+ b2)
2 2
2 _(a"+b°=2a 2ab-2b
M= 2M 2ab—2b  a*+b*—2a
(az+b2—20 2ab —2b
2ab—-2b a*+b’—2a
_(3 0
3/ = (0 3)

Como M*—2M = 31, se tiene que

(a2+b2—2a 2ab - 2b ):(3 o)
2ab-2b a*+b*—2a 0 3
a?+b*—2a=3
2ab-2b=0 a2+b2—2a=3}
a?+b*—2a=3 ab-b=0
2ab-2b=0
b—b=0 = b(a—1)=0 a=|
ab-b=0 = b(@a-1)=0 = b=0
Sia=1 = a*+b*-20=3 = b’=4 = b=+2
_ _ _(1 2
a=1,b=2 => M (2 |)
_ _ (1 -2
a=1,b=-2 =M (_2 |)

Sib=0 = a?+b*-20=3 = a*-20-3=0 =

a=—-1l,a=3

Sy e _[-1 o
a=-1,b=0 = M (0 —|)

- — _(3 O
a=3,b=0=M (0 3)

3. Determinantes
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EER Dadas las siguientes matrices:

NETSEE

comprueba que:

a) |4 =141 Db)|B=[B] o l|4-B=]4]-|5]

Solucién:
[ Problema 99

a=(3 %)

‘B=(_57 2);

a)
[1A] = 10
[ IAT] = 10
b)
[1B] = 82
[1BT| = 82
0
[IA-B| = 820
[ 1Al - [B] = 820

Plantea los siguientes problemas y resuélvelos con ayuda de
Wiris:

i[] Dadas las matrices:

Ao ol

halla una matriz P que verifique: PB = AP

Solucién:
[ Problema 100

- (1)
(1)
o-(22)

a -b
poa - (220)

a+t2-c b+2-d)

pp o (2 b

a=a+2c
resolver[;l;: b+ 2d] =» {{a=a,b=0,c=0,d=0}}

-d=d

. _fa0l
La matrizes P = (00)

LLLl Se consideran las matrices:

Lo E 0 -1
A=12 & sz(1 1_2)
0 1

Blogue I. Algebra

Discute, en funcién de los valores que pueda tomar
k, si la matriz:

a) AB tiene inversa.

b) BA tiene inversa.

Solucidn:
[ Problema 101

H
A=(2k|;
01
k0 -1

‘B= (1 12 )?

a)

|1A-B| = 0

A - B notiene inversa nunca, independiente del valor de k.
a)

|IB- Al = k2+2-k+3

| resolver(k2+2-k+3 =0) = {{}

B - Atiene inversa siempre, independiente del valor de k.

[[H4 Halla el rango de la matriz:

a 1 1
A=11 a 1
1 1 a

segtin los valores de 2

Solucidn:

[ Problema 102
al1
Ala)=|1a1|;
11a
| 1A(a)| = a3-3-a+2
\ resolver(a’ - 3-a+2=0) = {{a=-2},{a=1}}
Sia#+ -2,a+# 1, Rango (A) =3
Paraa = -2
-2 1 1
A-2) = | 1 -2 1
1 1 -2
| rango(A(-2)) = 2
Paraa =1
111
A1) = [111
111
| rango(A(1)) => 1

LK) Encuentra el valor de a que hace que la siguiente
matriz no tenga inversa:

3
A=|a
1

[\ TRV I )

1
0
3

Solucién:

Problema 103
321

A=|ab0|;
123

| resolver(|A| =0) => {{a=10}}
Para a = 10 no tiene inversa




L[] Calcula la matriz X tal que:

XA+B=C
siendo:
5 2 0
A=10 0 1
3 1 0
2 3 -1
B=l1 1 4
6 6 1
C=l1 2

Solucién:
[ Problema 104

520
A=|o001];
310
(23 -1
E"(11 4)
_ (66 1
c_(12_1)

(C-B) A" -1-(

3. Determinantes



