Unidad 7.
Espacio métrico

1. Distancia entre puntos y rectas en el espacio

Piensa y calcula

Dados los puntos A(3,—4, 1) y B(5, 1,4), halla las coordenadas del vector: AB

Solucion:
AB(2,5,3)

Aplica la teoria

Ll Calcula la distancia que hay entre los puntos:
A(1,-2,3)y B(4,5,-7)

Solucion:
d(A,B) = \/(Xz —x)+ (p—y)+ (- z)
AB(3,7,-10)

d(A,B) =32+ 7* + (=10)* = 12,57 unidades.

A Halla la distancia entre el origen de coordenadas y la
recta interseccion de los planos de ecuaciones res-
pectivas:

x+ty+2z=4
xx—y+z=2
Solucion:
|AP x V|
dP,r) = =
[v]
P(0,0,0)
A(0,0,2) € r
AP(0,0,2)
Vector director de la recta r:
7(3, 3,-3)

-

AP XV = (~6,6,0)
AP x V| = 6\2

dPry =222 = 2 g = | 63 unidades.
3
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Kl Calcula la distancia existente entre las rectas:

x+z=4
2y+z=5

x= 2
r=qy= l+t;te R s {
z

Solucion:

|[AB, u, V1|
|u x V|

A2, 1,-2) e r

B3,2, 1) e s

AB(I, 1,3)

U, 1,-1),v(=2,-1,2)

. [

[AB,u,v]=| 0 | —1{=9=%0
-2 -1 2

Las rectas r Y S se cruzan.

uxv(l1,2,2)

d(r,s) =

19l _9
ViZ+22+22 A9

d(r,s) = = 3 unidades.

IEJ Calcula el plano mediador del segmento que tiene por
extremos los puntos A(l,4,3) y B(5,2,-1)
Solucion:
El punto medio del segmento es M(3, 3, I)
n = AB(4,-2,~4) || (2,—1,~2)
El plano es:
2x-3)-(y—-3)—-2(z-1)=0
2x—y—2z=|



2. Distancia a un plano en el espacio

Piensa y calcula

Calcula mentalmente la distancia del punto P(0, 0, 5) al plano z =0

Solucion:
d(P, ) = 5 unidades.

Aplica la teoria

Kl Calcula la distancia del origen de coordenadas al pla-
no 1 determinado por los puntos:

A(1,-3,1),B(2,3, 1)y C(1,3,-1)

Solucion:
|Ap, + Bp, + Cp; + D|

VA2 + B2 + C*

d(P,m) =

P(0,0,0)

Determinacion del plano m:
A(l,-3,)em

U = AB(l,6,0)

AC(0,6,-2) || (0,3,-1)

x—1 y+3 z-|
I 6 0 |=0
0 3 -1
bx—y—-3z-6=0
6:-0-1-0-3-0-6 —6
aory = | _ el _

Ve + (1) + (=32 46
= 0,88 unidades.

[l Halla la distancia entre la recta:

x— | z— |
r=— =y-2=

y el plano:

T=x-y+z+2=0

Solucion:

Se estudia en primer lugar la posicion relativa entre la
recta y el plano:

V@, 1,-1)
A=l 1)
Ven=2-1-1=0

La recta y el plano son paralelos o la recta estd en el
plano.

A(l,2, I)er
Se comprueba si el punto A estd en el plano T
-2+1+2=2=0

Como el punto A no esta en el plano 7, la recta y el plano
son paralelos.

Se calcula la distancia de un punto de la recta r al plano &t
|Ap, + Bp, + Cp; + DJ

d(P,m) =
e VA2 + B+ C
A(l,2, 1)
l-1=1-2+1-1+2 2
d(A,n)=| I=ﬁ=I,I5u

VErCieE A3

Halla la distancia que hay entre los planos:
3x-2y+z+5=0
4x+3y—-z-7=0

Solucion:

Se estudia en primer lugar la posicién relativa entre los
dos planos:
3,21
4 3 -l
Los dos planos se cortan.
Por tanto, la distancia entre ellos es cero:

d(w, ') =0

KEJ Calcula el plano bisector de los planos:
2x—-y+2z+3=0
6x+2y—-3z-5=0

Solucion:
Sea P(x, y, z) un punto genérico del plano bisector:
d(P,m) = d(P,mt")

|2x —y +2z+3| _ |6x+2y—3z-5|

V224 (12422 62+ 22+ (-3)
|2x —y +2z + 3| _ |6x+2y—3z-5]

3 7

7|2x —y + 2z + 3| = 3|6x + 2y — 3z - 5|

Del valor absoluto se obtienen dos soluciones:
72x—y+2z+3)=3(6x+2y—3z-5)
4x+ 13y—23z-36=0

7(2x—y + 2z + 3) =-3(6x + 2y — 3z - 5)
32x—y+5z+6=0
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3. Angulos en el espacio

Piensa y calcula
Calcula mentalmente el angulo que forma la recta x = 0,y = 0, con el plano z =0

Solucion:

El dngulo que forma la recta con el plano es de 90°

Aplica la teoria

IEl Halla el dngulo que forman la recta r, que pasa por KLl Halla el dngulo que forma la recta:
el punto A(l, -1, 0) y tal que su vector director es _y-2 z+5
U(=2,0, 1),y la recta s, de ecuacién: rex—1= 3 2

x-7=y+6=z con el plano: t=2x—-3y+z—-1=0
Solucion: Solucion:
I T v il

cos O = 1= = sen O = =7 o

lu] - V] Iv] - Inl
Vector director de la primera recta: u(-2,0, 1) v(l1,3,2)
Vector director de la segunda recta: v(l, I, 1) n2,-3,1)
U-v=-2+0+1=—]| V-n=2-9+4+2=-520
[d-V|=|-1]=1 V-7l =|-5]=5
4] =5 V] =14
V=3 7] =14
jal - [v] =15 e 55
cos o = L Via- 1414

\is o= 20° 55" 29"
o=75°2" 12"

L Considera los planos:

L[] Halla el angulo que forman los planos: T, =2x+5=0
n=2x—-y—-3z+4=0 M,=3x+3y—-4=0
n'=4x+2y-5=0 :Qué angulo determinan ambos planos?

Solucion: Solucion:
-’ -

B T = CosS O = 151 1=71
T [l - 1n"]
n(2,-1,-3) n(2,0,0) || (1,0,0)
n'(4,2,0) n'(3,3,0) ]| (1,1,0)
AR =8-2+0=6 Aent=l40+0=|
il =6 )=
HERIT! || =1
I’ =\20 ' =2
7] - 7] = V280 ] - 1] =2

yo b yo! V2
cos o= —— Ccos oL =——=7=——
V280 V2 2
o = 68° 59" 16" o = 45°
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4. Perpendicularidad en el espacio

Piensa y calcula

Halla mentalmente un vector paralelo y otro perpendicular al vector (3,0, 4)

Solucion:

Un vector paralelo seré cualquier vector que sea proporcional:—v = (—3,0,—4) o bien 2V = (6,0, 8)

Un vector que sea perpendicular es aquel que al multiplicarlo escalarmente dé cero. Como tiene una coordenada cero,
. . . -
cambiamos las otras dos coordenadas y una de ellas la cambiamos de signo: n(4,0,-3)

Aplica la teoria

ikl Halla la ecuacién de la recta que pasa por el punto

P(2, -1, 1) y corta perpendicularmente a la recta:

_x=2 _y-1

=" 2

Solucion:

En primer lugar hay que hallar el plano perpendicular a la
recta r que pasa por el punto P(2,—1, 1)

Después se halla la interseccion de la recta y del plano.

La recta pedida es la que pasa por Py P’

n2,21)
2x—2)+2(y+ 1)+z—-1=0
2xX+2y+z=3

Se pasa la recta a forma paramétrica y se sustituyen los
valores de x, y, z en la ecuacién del plano.

x=2+2t
r=qy=1+2t
zZ=t1

|
22+20+2(1+2)+t=3 = t=—

LY Halla la ecuacién cartesiana del plano que contiene

a la recta:

I+ t
-1 +2t;te R
t

,
Il

N < X
1

y es perpendicular al plano:t=2x+y -z =12

Solucion:

Un vector director del plano es el vector director de la
rectar: v(1,2,1)

Otro vector director es el vector normal del plano per-
a — —
pendicular m:u = n(2, I, -1)

Un punto del plano es un punto de la recta r: P(1,—1, 0)
Ecuacién del plano:

x—1 y+I z
2 | -11=0
| 2 I
3x-3y+3z-6=0
x—y+z=12

il Considera los planos:

T,=2x+5=0
m,=3x+3y—-4=0

Halla el plano que pasa por el origen de coordenadas
y es perpendicular a los dos planos dados.

Solucion:

Un vector perpendicular a los dos planos dados es el
producto vectorial de sus vectores normales:

nxn'(0,0,6) || (0,0, 1)
P(0, 0, 0)
O(x—0)+0(y—-0)+1(z-0)=0
z=0

[l Halla la ecuacién de la recta que se apoya perpendicu-

larmente en las rectas ry s, definidas respectivamente

por
_ _z=l x4 _y+l _z
r=x—1=y-2= S SET T3 T,
Solucion:
t s
d n/
v
T

[ —

Sl

<l
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a) Vector director de la recta r: u(l, 1,-2);punto A(l, 2, |)
Vector director de la recta s: V(- 1, 3,2); punto B(4,—1,0)
b) Se halla el vector perpendiculara u'y v:

i j k
n=| 1 | -2/=8i+4k=n(8,04)] (2,0,1)
-1 3 2
c) El plano m, que contiene a la recta r y es perpendicular
as:
x—1 y-2 z-|
n=| | I -2 (=0=
2 0 I
=>n=x-5%-2z+11=0

5. Simetrias en el espacio

Piensa y calcula

El plano m', que contiene a la recta s y es perpen-

diculara r:
x—4 y+1 z
n'=| —I 3 2([=0=
2 0 |

=>mn' =3x+5y-6z-7=0

La recta es:

t

x—5y—-2z+11=0
3x+5y—-6z— 7=0

Calcula mentalmente el punto simétrico del punto P(l, 2, 3) respecto del origen O(0, 0, 0)

Solucion:
P'(-=1,-2,-3)

Aplica la teoria

Calcula el punto simétrico del punto P(l, -2, 4) res-
pecto del punto A(2,-3, |)

Solucion:
Sea P'(x, y, z). Se tiene que verificar:

| +x

0] =2=1+x=4=>x=3
2+

2 3o 24y =4
4;'Z=|:>4+z=2:>z=—2
P'(3,-4,-2)

KLl Calcula las coordenadas del punto simétrico del punto
P(1,—-3,7) respecto de la recta dada por la ecuacion:
z-4
2

r=ex—|=y+3=

Solucion:

a) El vector director de la recta r es V(l, I,2), que es el
vector normal al plano m perpendicular, (1, 1,2)

x—l+y+3+2z-7)=0
x+ty+2z-12=0

b) Se pasa la recta a forma paramétrica:

x= |+t
r=qy=-3+ t;teR
zZ= 4+2t
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Se sustituyen las variables en la ecuacién del plano:
l+t-3+t+24+2t)-12=0
t=1=MQ2,-26)

c) Sea P'(x,y, z). Se tiene que verificar:

| +x

2 =2= |l +x=4=x=3

_3—2+L=—2:>—3+y=—4:y=—l

7+z
2

P'(3,-1,5)

=6=>7+z=12=>z=5

[LEJ Halla las coordenadas del simétrico del punto P(l,2,-2)
respecto al plano de ecuacién:

x—2y+z-7=0

Solucion:

a) El vector normal del plano =, ni(l, -2, 1), que es el
vector director V(l,-2, |) de la recta perpendicular r

x= |+ t
r=qy= 2-2t;te R
z=—-2+ t

Se sustituyen las variables en la ecuacion del plano:
| +t-22-2t)-2+t-7=0
t=2=M(3,-2,0)



b) Sea P'(x, y, z); se tiene que verificar:

| +x _ _ _
2 =3=> |l+x=6=>x=5
2—;L=—2:2+y=—4:>y=—6
2 205 -2+2=022=2
P’(5,-6,2)
A Halla las coordenadas del punto simétrico de A(0,—I, 1)
con respecto a la recta:
x-5 _z-2
2 VT3

Solucion:

a) El vector director de la recta r es V(2, I, 3), que es el
vector normal al plano 7 perpendicular, (2, 1, 3)

xx+y+ 1 +3(z-1)=0
2x+y+3z-2=0

b) Se pasa la recta a forma paramétrica:

x=5+2t
r=qy = t;te R
z=2+3t

Se sustituyen las variables en la ecuacién del plano:
25+2t)+t+32+3t)-2=0
t=—1=>M@3,-1,-1)

c) Sea P'(x,y, z); se tiene que verificar:

X=35x=6

2

"—2+L=—| ol 4y=—2=y=—|
I;Z =—|l=l+z=-2=2z=-3
P'(6,~1,-3)
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Ejercicios y problemas

Preguntas tipo test

Ll Dada la recta definida por:
x—1 _y+1l _z-2
2 3 I

la ecuacion del plano que pasa por el origen y es per-
pendicular a r es:

(A7x—-3y—-5z=0
X12x+3y+z=0
(A3x—2y+z=0
(A3x—7y-5z=0

r=

x = A
El puntodelarectar=4y=3- A;Ae R
p y

z=1+2\

cuya distancia al punto P(l, 0, 2) es igual a V5, es:
(d(0,3, 1) ad,-1,2)
X(1,2,3) Q=31

[ Dados el punto 0(0,0,0) y el planot=x+y +z =6,

las coordenadas del punto simétrico de O respecto del
plano m son:

0 (—4, -4, -4)
0(2-2,-2)
0@ 22)
X1 (4, 4, 4)

x=—1

L3 Dada la rectarz{y_z_ =0

y el planot=x +y—2 == 0,la posicion relativa de la
recta y el plano y el dngulo que forman es:

[ La recta estd contenida en el plano y forman un dngu-
lo de 0°

X La recta y el plano se cortan y forman un angulo
de 30°

[ La recta es paralela al plano y forman un dngulo de 0°

(1 Ninguna de las anteriores es correcta.
[ Dadas las rectas:
x+ y—z=0 L =2
x+2y =7 T ly=-5

Halla un punto de cada una de ellas, de tal forma que
el vector que los una sea perpendicular a ambas rectas.

r

(1 No tiene solucién porque las rectas son perpendicu-
lares.

QAG, 1,6) B2,-5, 1)
QA(7,0,7) B(2,-5,0)
®IAG, 1,6) y B(2,-5,6)
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B x=0
=0 °%z=2

{Cual es su posicion relativa y la distancia entre r y s?

y
[l Sean las rectas r = {z

(X1 Se cruzany su distancia es 2 unidades.
[ Son paralelas y su distancia es V2 unidades.
[ Son paralelas y su distancia es V3 unidades.

(1 Son secantes y su distancia es 0 unidades.

A Se considera el punto P(3,2,0) y la recta
{x +y- z-3=0

"=1x +2z+1=0

El punto Q simétrico de P respecto a r es:

e, 1,-1)
X¥Q(-1,0,-2)
1QG,2,0)

[ Ninguna de las anteriores es cierta.

P Sean las rectas

I + _ x=1-t

x +y =

= =qy=2+3t;te R
' {x y—kz=12 s };_ : €

El valor de k que hace que las rectas sean perpendicu-

lares es:

dk=1 dk=-1/10

X1 k=1/10 (1 Para ninglin valor de k pue-

den ser perpendiculares.
x=1-t
Pl Sealarectar=qy=2+3t;te R

z= t

La distancia del punto A(l, I, ) a la recta r es:

322
X — a0
I
a2 (1 Ninguna de las anteriores

es cierta.

L[} Los puntos de la recta:
x—3 y-5_z+1|
I I -1
cuya distancia al plano Tt =2x —y + 2z + | = 0 es igual
al,son:
(JAGB,5 —1)yB(6, 8 -4)
(1 Solo hay un punto A(6, 8, —4)

r

(1 Es imposible porque la recta esta contenida en el plano.
X1 A(0, 2, 2) y B(6, 8, —4)



Ejercicios y problemas propuestos

1. Distancia entre puntos y rectas
en el espacio

[EAl Calcula la distancia que hay entre los puntos:
A2,-3,5) y B(7,-1,-4)

Solucion:
d(A,B) = \/(Xz —x) + (,—y) + (z,-2)
AB(5,2,-9)

d(A, B) = V52 + 2% + (=9)* = 10,49 unidades.

[E23 Encuentra la distancia del punto P(l, I, 1) a la recta de
ecuacion:

x+ty—-z=2
2x +y =

Solucion:
|AP x V|
dP,r)=—=—
IVl
P(I, 1, 1)
A, I,-)er
AB(1,0,2)

Vector director de la recta r:

V29 _
d(P,r) = —= = 2,20 unidades.

V6

[EX] Halla la distancia que hay entre las rectas:

x—2 _ +|_z+3
y 2

AB(-3,-1,-2)

0B, 1,2),v(2.3,1)

» -3 -1 -2

AB,Q,v]1=| 3 |
2 3 |

=

Las rectas r y s estdn en el mismo plano:

3_1_2
> * 3 * ] Y noson paralelas. Por tanto, se cortan.

d(r,s) =0

[EZ] Halla la distancia que hay entre las rectas:

x= t+| x=t
r=yy=-t ;te R s=yy=3t+l;teR
z=2t+2 z=-t-|
Solucion:
|[AB, u, V|
As) =g T
A(l,0,2) e r
B, l,-1)e s
AB(=1,1,-3)
u(l,-1,2)
v(l,3,-1)
. -1 1 -3
[AB,u,v]=| | -1 2|=-4=0
I 3 -l

Las rectas r y s se cruzan.
U XV =(=534)

-4l __4
1/(_5)2 +32 4+ 42 - \/%

d(r,s) = = 0,57 unidades.

k24 Calcula el plano mediador del segmento que tiene por
extremos los puntos A(-3, I, —4) y B(l, -1, 2)

Solucién:

El punto medio del segmento AB es M(—1,0,—1)
n=AB4,-2,6) || (2.-1,3)

El plano es:

2x+ 1) —y+3(z+1)=0

2x—y+3z+5=0

2. Distancia a un plano en el espacio

[E{J Halla la distancia del punto P(2, 7, 3) al plano determi-
nado por los puntos:

A(1,0,0),B(2,—1,2) y C(5,— 1, 1)

Solucion:
o) |Ap: + Bp, + Cp; + D|

» ) =

VA2 + B2+ C

P(2,7,3)
Determinacién del plano m:
A(1,0,0) e =
U =AB(l,-1,2)
vV =AC4,-1,1)
x—| y z

I -1 2(=0

4 -1 1
x+7y+3z-1=0
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[1-2+7-7+3-3-1] _ |59] _
VIZ+72+ 32 V59
=59 = 7,68 unidades.

d(P,m) =

k24 Halla la distancia entre la recta:
x—1 _y+I
3 2

yelplanon=2x-3y+4z+2=0

r =z+2

Solucién:

Estudiamos en primer lugar la posicién relativa entre la
recta y el plano:

v(3,2,1)

n2,-3,4)

V' n=6-6+4=4=%0

La recta y el plano se cortan.

d(r,m) =0

X Calcula el volumen de un cubo sabiendo que dos de sus
caras estan, respectivamente, en los planos:

n=2x-2y+z—-1=0
n'=2x-2y+z-5=0

Solucion:
Estudiamos, en primer lugar, la posicién relativa entre los
dos planos:

2 _ -2 _ | -l

e i

2 -2 1 -
Los dos planos son paralelos.
La arista del cubo es la distancia que hay entre los dos
planos.

Para hallar la distancia que hay entre ellos, se halla un pun-
to en el primero y se calcula la distancia desde ese punto
al segundo plano.

|Ap, + Bp, + Cp; + D|

a=dP,n')=
o VA? + B>+ C
P0,0,1) e r
2:0-2-0+1-1- —4] 4
o=dpm)y=20-2:0 S| _ 14l _4_
22+ (<22 + 12 33
= 1,33 unidades.

Volumen del cubo: @® = 1,33° = 2,35 unidades cubicas.

[E&] Calcula el plano bisector de los planos:
n=3x—-6y—2z+5=0
n=x+2y—-2z-3=0

Solucion:
Sea P(x,y, z) un punto genérico del plano bisector:

d(P, ™) = d(P,7")
|3x—6y—22+5| _ |x+2y—22—3|
32+ (—6)2 + (=22 NI2+ 2%+ (<2)
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|3x — 6y — 2z + 5| _ [x + 2y — 2z - 3|

7 3
3|13x —6y —2z + 5| = 7|x + 2y — 2z - 3|
Del valor absoluto se obtienen dos soluciones:
33x—6y—2z+5)=7(x + 2y — 2z - 3)
x—léy+4z+18=0
33x—6y—2z+5)=—7(x +2y -2z -3)
8 —-2y—-10z-3=0

3. Angulos en el espacio

K[ Calcula el dangulo que forman las rectas ry s

x—3 z—|
r= 5 =y-2= >
<= x+ y—-z=2
| 2x=2y+z=—1

Solucion:
lu - v

Vector director de la recta r: u(2, 1,2)
Vector director de la recta s: V(- 1,—3,-4)
"v=-2-3-8=-13

“V|[=|-13] =13

<l

=l <l = =l

Il
w
g
o

=l

1l
ﬁw
N
o

13
3v26
2

o =31°48"22"

|9
o

cos O =

[Kil] Halla el angulo que forman los planos:
n=x—-z+5=0
n=3x—-4+z=0

Solucion:

Sl

sl S

Cos O = |a

|
7(1,0,—1)
7'3,-4, 1)
“n'=3

!

SIS S
?LT I
P

N
+
3
N
]
N
=]

cos O =

2 -
NIEERIE

o =73° 53’ 52"



k3 Dada la recta:

{2x—3y =—|
,

x+ y—-z= 2

yelplano:m=ax—-y+z=5

Halla el valor de a para que el angulo formado por la
recta ry el plano 1 sea de 30°

Solucion:

V38 - Va2 + 2

3a + 3| 1
V38 -V +2 2
a=18+4V19
a=18-4V19

[EX] Considera los planos siguientes:
n=5x-3y+4z-1=0
n'=4y+3z+2=0

¢Qué angulo determinan ambos planos?

Solucién:

-l
sen o = W
n(5,-3,4)
n’(0,4,3)
n-n'=0-12+12=0
7-7=0
Los planos son perpendiculares.
o =90°

4. Perpendicularidad en el espacio

[ELJ Calcula el punto de la recta de ecuacién:
+2  z+|
x—1= Y =—

2 -3

mas cercano al punto A(l,—1, 1)

Solucién:
El punto pedido es la proyeccion A’ del punto A(l,—1, 1)
sobre la recta r
A’ es la interseccién de la recta con el plano perpendicular
que pasa por (I,—1, 1)
El vector normal al plano perpendicular es el vector direc-
tor de la recta.

n(1,2,-3)
El plano perpendicular que pasa por A(l,—1, ) es:
x=1+2(y+1)-3@z—-1)=0
x+2y—3z+4=0
Se pasa la recta a forma paramétrica y se sustituyen los
valores de x, Y,z en la ecuacion del plano:

x= |+ t
r=qy=-2+2t;te R
z=—-1-3t
| +t+2(-2+2t)-3(-1-3t)+4=0
o2
T 7
5 18 |
A,—’——a——
(7 7 7)

[EJd Halla la ecuacién del plano cuyo punto mas préximo al
origen es P(—1, 2, I)

Solucion: .
Es el plano perpendicular al vector OP que pasa por
P=1,2,1)

OP=7r(=1,2,1)
“lx+ 1) +2(y-2)+z—1=0
x—2y—-z+6=0

[E[dl Considera los planos:

m=x+2y-3=0 m,=2x—-3z+1=0

Halla el plano que pasa por el punto P(I,1, 1) y es per-
pendicular a los dos planos dados.

Solucion:

Un vector perpendicular a los dos planos dados es el pro-
ducto vectorial de sus vectores normales:
nxn'(-6,3,—4) || (6,-3,4)

P(I, 1, 1)

6(x—1)-3(y—-1)+4(z-1)=0

6x—-3y+4z-7=0

K4 Halla las ecuaciones paramétricas de la recta que corta
perpendicularmente a las rectas:

z
SEX—|—y=?

7. Espacio métrico



Solucion:
t s
- n,
v
Cm
n
U r
a) Vector director de la recta r: u(1,2,2);punto A(0, 1,—1)

Vector director de la recta s: V(1, I, 2); punto B(I,0,0)

b) Se halla el vector perpendicular a U y v:

i j k
n=|(l 2 2|=2i-k=n(2,0,-1)
I 2 2
c) El plano m, que contiene a la recta r y es perpendicular
as
x y-1 z+l
n=|| 2 2 |=0=>
2 0 -1

=>n=-2x+5y-4z2-9=0

El plano 7', que contiene a la recta s y es perpendicular
ar

=>n' =x+5-2z+1=0

La recta es:

- 2x—-5y+4z+9=0
| x=-5y+2z-1=0

5. Simetrias en el espacio

Kl Calcula el punto simétrico del punto P(-4, 1, 0) respec-
to del punto A(—1, 3, -2)

Solucion:

Sea P'(x, y, z), se tiene que verificar:

‘42” == -4+x=-2=x=2
I—;L=3:>I+y=6:>y=5
Z__ - _

i— 2=z 4

P'(2,5,—4)

Blogue Il. Geometria

K] Dado el punto A(3, I, 0), halla su simétrico respecto de
la recta r dada por las ecuaciones paramétricas:

X -t
r=eqy=-2+ t;teR
V4

= 2t
Solucién:
a) El vector director de la recta r es V(~1, 1, 2), que es el
vector normal al plano 7 perpendicular, n(-1, 1, 2)

—(x=3)+y-1+2z=0
x—y—-2z-2=0

b) La ecuacion de la recta ya nos la dan en forma paramé-
trica.

Se sustituyen las variables en la ecuacion del plano:
l-t—(-2+1t)-22t)-2=0

6
5 Il |
M—y——y—
(6 6 3)
c) Sea P'(x,y, z); se tiene que verificar:
+ 4
32X=%:>I8+6X=I0:>x=—§
| +y I 14
=— + = — =——
o) 6 =>6+t6y=-22=y 3
I 2
§=?:32=222=?
[-4,_14 2
3 3 3

[E1 Calcula el punto simétrico de P(2, —3, —2) respecto del
plano: t=x+y+z=0

Solucion:

a) El vector normal al plano wes n(l, I, 1), que es el vector
director v(l, 1, 1) de la recta perpendicular a r
xX= 2+t
r=qy=-3+t;te R
z=-2+t

Se sustituyen las variables en la ecuacién del plano:
2+t-3+t-2+t=0
t=1=M@3,-2,-1)

b) Sea P'(x, y, z); se tiene que verificar:

2;’( =352+x=6>x=4
—32+y =-2=-3+y=—-4=y=—|
‘22” =l =-2+2z=-22=0
P'(4,~1,0)



[Eil Calcula el punto simétrico de P(l, -2, 3) respecto de la
recta de ecuacion:

Solucién:
a) El vector director de la recta r es:
V2,1, 1)
que es el vector normal al plano 7t perpendicular,n(2, I, 1)
2x—1)+y+2+z-3=0
2x+y+z-3=0
b) Se pasa la recta a forma paramétrica.

Un punto de la recta es A(l,0, I):

Para ampliar

kX3 Halla la distancia desde el punto P(0, 0, 10) al plano que
pasa por los puntos:

A(0,0, 1),B(4,2,7) y C(4,0,3)

Solucion:
|Ap, + Bp, + Cp; + D|

VA2 + B2+ C

d(P,m) =

P(0,0, 10)
Determinacion del plano m: A(0,0,1) € &

U=AB4,26)| (21,3)
v =AC(4,0,2) || (2,0, 1)

x y z—|
2 | 3 |[=0=>x+4y-22+2=0
2 0 I
|-0+4-0-2-10+2 I8
d(P,m) = | | = =393u
VIZ+ 4+ (-2) V21
[EX] Encuentra la distancia del punto P(l, 1, I) al plano deter-
minado por las rectas:
x=1+t
r=iy=2-t;teR s=x+1l=y=1-3
z= t
Solucion:

|Ap, + Bp, + Cp; + D|

N

P(I, 1, 1)

Determinacion del plano 7 en forma general:
A(l,2,0)en

u=(,-1,1)

v=(L11)

x=1+2t
rsqy= t;tER
z=1+ t

Se sustituyen las variables en la ecuacion del plano:
201 +2t) +t+ |1 +t-3=0
t=0= M(l,0,1)

c) Sea P'(x,y, z); se tiene que verificar:

e T ey

2
1%1L=o:—2+y=o:y=2
3;Z=|:3+z=2:z=—|
P'(1,2,~1)

x—z—1=0

0 1] 3
«Rmzlll 0-I—1-1-1] _ _V2 o

|
VErgecly 2 2

[EL] Determina todos los puntos del plano
2x—-y+2z-1=0
que equidistan de los puntos:
A(3,0,-2) y B(1,2,0)

iQué representan geométricamente?!

Solucion:

Sea P(x,y, z) un punto del plano. Se tiene que cumplir:
d(P,A) = d(P, B)

Se resuelve el sistema:

V=37 4y + 2 +2) == I+ (-2 +2
2x—y+2z-1=0

—6x +4z+13=-2x—4y+5
2xx—y+2z— 1=0

x—-y— z-2=0
2x—y+2z—-1=0

Son dos planos que definen una recta.

Un punto de la recta es (—1,—3, 0) y el vector director
-3,-41)

Xt _y+3
r=—_3 ="_4 =2

7. Espacio métrico



[EX Considera los puntos A(l, 2, 3), B(3, 2, ) y C(2, 0, 2).
Halla el punto simétrico del origen de coordenadas
respecto del plano que contiene a A, By C

Solucion:
Determinacion del plano © en forma general:

A(l,2,3) e
U =AB(2,0,-2) || (1,0,—1)
v =AC(l,-2,-1)

x—1 y-2 z-3
I 0 -1
I -2 -1

=0=>x+z-4=0

a) El vector normal del plano 7t es (1,0, I), que es el vec-
tor director v(I,0, I) de la recta perpendicular

x=t
r=1y=0;te R
z=t

Se sustituyen las variables en la ecuacion del plano:
t+t—4=0
t=2=M(20,2)

b) Sea P'(x,y, z); se tiene que verificar:

%—2:x=4
Y _
L=g=y=0
2 Y
§=2=>z=4
P'(4,0,4)

K[ Halla el valor de k para que las siguientes rectas sean
perpendiculares:

y+2 7 x= 2
r=x—1= 3 ~ 5 s=qy=-l+kt;te R
z= 3t

Solucion:

Para que sean perpendiculares, el producto escalar de sus
vectores directores tiene que ser cero:

u-v=0

i(1,3,5)

V(0,k, 3)
U-Vv=0+3k+15=3k+15
3k+15=0

k=-5

B Los puntos A(l, 1, 1), B(2, 2, 2) y C(l, 3, 3) son tres
vértices consecutivos de un paralelogramo. Clasifica el
paralelogramo por sus lados y por sus angulos.

Blogue Il. Geometria

Solucion:

a) Clasificaciéon por sus lados:

d(A, B) =V (x, = x,)* + (y, — )2 + (2, — 2,)?

AB(I,1,1)
d(A,B) =V 12+ 12 + 12 = V3 unidades.
BC(-1,1,1)

dB,C) =N(=1)2+ 12+ |2 = V3 unidades.

Los lados consecutivos son iguales; por tanto, es un cua-
drado o un rombo.

b) Clasificacion por los angulos:

Si los lados son perpendiculares, es un cuadrado; en
otro caso, es un rombo.

AB-BC=—1+1+1=120

Por lo tanto, es un rombo.

[ELJ Halla la distancia desde el punto P(0, 0, 7) al plano que
pasa por los puntos:

A(0,0,0), B(0,2,2) y C(2, 0, 2)

Solucion:
|Ap, + Bp, + Cp; + D|

VA2 + B+ C?

d(P, ) =

P(0,0,7)
Determinacion del plano m:
A(0,0,0) e &

U =AB(0,2,2) || (0. 1,1)
vV =AC(2,0,2) || (1,0, 1)

X y z
0 | [|=0=>x+y—-z=0
I 0 |

[l-0—1-0-1-7+0 _|-7] _

d(P,m) =
R e A

73
3

= —— = 4,04 unidades.

[EE] Halla razonadamente las ecuaciones de los dos planos
paralelos al plano m = 12x + 3y — 4z = 7, que distan
6 unidades de 1

Solucion:

|Ap, + Bp, + Cp; + D|

||2x+3y—4z—7| _

Nz ey

[12x + 3y — 4z 7| —6
13

[12x + 3y —4z-7| =78

d(P, ) =

6




De la igualdad del valor absoluto se deducen dos igual-
dades:

a) I2x+3y—-4z-7=78
I2x +3y—4z =85
b) I12x +3y—-4z-7=-78

[2x + 3y — 4z ==7I

1] Halla el punto de la recta:

poy=t +2 _z-3
X7 By
que equidista del punto A(l, 2, 1) y del origen de coor-
denadas.
Solucién:

Tomamos un punto genérico de la recta e igualamos las
distancias desde dicho punto al origen de coordenadas y
al punto A(I,2, 1)

Pasamos la recta a forma paramétrica:

X = t
r=qy=-2+2t;te R
z= 3-t

P(t,—2 + 2t,3 —t)

d(0,P) = d(A, P)

OP(t,—2 + 2t,3 —t)

d(0,P) =NE + (<2 + 2t + 3 - 1)
AP(t— 1,4 +2t,2 - 1)

d(AP) =N (t— 1) + (=4 + 207 + (2 — 1)
Ve +(—2+2t2+ (312 =

=V(E- 1)+ (-4+20°+(2-1)? =>t=|
P(1,0,2)

5] Determina los puntos de la recta:
x=1 _y+l z+2
2 3 2
que equidistan de los planos de ecuaciones
n=3x+4-1=0

n'=4x-3z-1=0

r=

Solucion:

Tomamos un punto genérico de la recta e igualamos las
distancias desde dicho punto a cada uno de los planos.

Pasamos la recta a forma paramétrica:
= 1 +2t

X
r=qy=—1+3t;te R
z=-2+2t

P(l + 2t,— 1 + 3t,—2 + 2t)
d(P, ) = d(P, ")

[3(1 +2t) + 4(—1 +3t)— 1| _

|4 +28) - 3(=2+20) - 1]

31 +20) + 41 +30)— 1] _
5

_ |4(1 +2t) —3(=2 + 2t) — ||
5

[B(I +2t) + 4(=1 +3t)— || = |4(] +2t) —3(=2 +2t) — ||
De la igualdad del valor absoluto se deducen dos igual-
dades:
a) 3(1 +2t) +4(-1+3)—- | =

=4(1 +2t) - 3(2+2t) - |

I 19 17 5

t=ﬁ=’A(T ﬁ"a)
b) 3(1 +2t) +4(-1 +3t) - | =

=—[4(1 +2t) - 3(-2 +2t) - I]

IS AN O I R 74
20 10 20 10

23 Dados los planos
n=6x—ay+4z+9=0
n'=9x-3y+bz-b=0
a) Determina a y b para que sean paralelos.

b) Calcula la distancia entre dichos planos.

Solucion:

a) Para que los planos sean paralelos, los coeficientes de
las variables tienen que ser proporcionales y no serlo
los términos independientes:

6 _-a_4 9
-b

9 -3 b

a=2,b=6
b) Para hallar la distancia entre los dos planos paralelos:

T=6x—2y+4z+9=0

n=9%-3y+6z-6=0

se halla un punto P de uno de los planos y se calcula la

distancia desde ese punto P al otro plano:

P'(0,0,1) e &'
dP.m) = l6-0-2-0+4-1+9 _ 13 _
V6 + (-2) + 42 V56
= 1,74 unidades.

[ Calcula alguna recta que sea paralela al plano de ecua-
cién x + z = 2 y corte perpendicularmente a la recta

de ecuaciones:
x+y=0
y+z=0

7. Espacio métrico
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Solucién:

Para que una recta s sea paralela a un plano, el vector di-
rector de la recta tiene que ser perpendicular al vector
normal al plano.

n(1,0,1)
Vector director de la recta del enunciado:
v(l,=1,1)

Para que la recta s sea perpendicular a la recta anterior,
sus vectores directores tienen que ser perpendiculares.

Luego estamos buscando un vector perpendicular a (1, 0, 1)
ya V(I,— I, 1), es decir, su producto vectorial:

u(1,0,—1)
Como nos piden una recta cualquiera, elegimos un punto;
por ejemplo, O(0, 0, 0)

(%]
i
N < X
wono
Lo~
~
m
Es

K] Escribe la ecuacién de la recta que pasa por los puntos
A(=1,0, 1)y B(l, 2, 3). Halla los puntos de dicha recta tales
que su distancia al punto C(2, —1, |) es de tres unidades.

Problemas

[ Calcula la distancia entre las rectas r y s, donde r tiene
por ecuacion:
x=3y=5z
y la recta s pasa por los puntos P(I, I, 1), Q(1,2,-3)

Solucion:

d(r,s) =

A(0,0,0)  r

B(I,1,1) e s

AB(1, 1, 1)

u(15,5,3)

v =PQ(0, 1,—4)

n L

B,i,v]=[15 5 3|=52%0
0 | -4

L

Las rectas r Y S se cruzan.

’3( = —23i + 60j + 15k
4
152] s
NC23)2 + 607+ 157 \4354
= 0,79 unidades.

i
uxv=|I5 5
0 |

d(r,s) =

Blogue Il. Geometria

Solucion:
A-1,0,1)

v=AB(2,2,2) || (I 1,1)

x=—1+t
r=4y= t;te R
z= |+t

Se toma un punto genérico de la recta:
P=1 +tt | +1)

c2,-1,1)

d(C,P) =3

V-3 + @+ 1) +2 =3
=3+ @t+1)*+2=9

3
t=1=0Q(01,2)

| 2 | 4

t=3 =R ???)

[l Se consideran el plano w y la recta r siguientes:

z—|
m=x+y—-2z=6 rEx—l:L:—
3 -1
Se pide:
a) Hallar el punto simétrico de M(l, I, I) respecto del
plano
b) Hallar el punto simétrico de M(I, |, I) respecto de la
recta r
Solucién:
a) El vector normal del plano 7 es n(l, I, —2), que es el
vector director V(l, I,—2) de la recta perpendicular r
x=1+t
r=qy=1+ t;teR
z=1-2t

Se sustituyen las variables en la ecuacién del plano:

l+t+ 1 +t-2(1-2t)-6=0

t=1=P22-I)

Sea M'(x,y, z), se tiene que verificar:

| +x
2

| +y
2

| +z
2

M'(3,3,-3)

=2=1l+x=4=x=3

=2 l+y=4y=3

=—|l=|l+z="2=z=-3



b) El vector director de la recta r es v(2,3,—1), que es el
vector normal al plano T perpendicular, n(2,3,-1)

2x—= 1)+ 3(y-1)—-(z-1)=0
2x+3y—-z—-4=0

Se pasa la recta a forma paramétrica:

Se sustituyen las variables en la ecuacion del plano:
201 +t)+3:-3t— (1 -t)—-4=0

N 333
t"4:>Q(2’4’4)

Sea M'(x,y, ), se tiene que verificar:

| + 3
2" =2 =2+ u=6=x=2
l+y 3 I
= — 4+4y=6 = —
2 4 TTWEEEYTS
l+z 3 I
= — + = = —
> 4 =>4+4z=6=>1z2 >
||
M (20— —
Encuentra la ecuacién de la perpendicular comun a las
rectas:
x= 5+t x= |+t
r=qy= 6+t;te R S=Eqy= t;te R
z=-1+t z=-1-t
Solucion:
t s
- TE,
v
Cm
. 2
U r
a) Vector director de la recta r: u(l, I, I); punto A(5, 6, — 1)
Vector director de la recta s: v(I, I, —1); punto
B(1,0,-1)
b) Se halla el vector perpendicular a u'y v:
i j k
A=l 1 1 |==2i+2j=n(-2,2,0)][ (1,-1,0)

c) El plano T, que contiene a la recta r y es perpendicular
as:

x=5 y-6 z+I
n=| | | I [=0=
I -1 0
>n=x+ty-2z-13=0
El plano 1t’, que contiene a la recta s y es perpendicular
ar
x—1 y z+l

=S>n' =—x-y—-2z-1=0

La recta es:

3 Un cuadrado tiene dos vértices consecutivos en los
puntos P(2, 1, 3) y Q(I, 3, 1), y los otros dos sobre una
recta r que pasa por el punto R(-4, 7, —6).

Se pide:
a) Escribir la ecuacion de la recta r
b) Hallar el plano que contiene al cuadrado.

c) Calcular los otros dos vértices de este cuadrado y la
longitud de su diagonal.

Solucion:

a) La recta r pasa por el punto R(—4,7,—6) y tiene de vec-
tor director:

v=PQ(-1,2,-2) || (1,-2,2)
y=7 _z+6
-2 2
b) El plano 1 pasa por el punto P(2, |, 3) y tiene como

vectores directores:
v=PO(-1,2,-2) || (1,-2,2)

x+4=

U = PR(-6,6,-9) || (2,-2.3)
x—2 y—-1 z-3
| -2 2 |=0
2 -2 3

2x—-y—-2z+3=0
c) La recta esta contenida en el plano.

El vértice A del cuadrado es el punto de corte de la
recta ry del plano perpendicular que pasa por P(2, |, 3)

x=-4+ t
r=qy = 7-2t
z=-6+2t

Plano perpendicular a r que pasa por P(2, I, 3):
n=v(l,-2,2)

x—2-2(y-1)+2(z-3)=0
x—2y+2z-6=0

7. Espacio métrico [151]



Se sustituyen las coordenadas de la recta en la ecuacién
del plano:

—4+t-2(7-2t)+2(-6+2t)—6=0

OB=(2,1,3)+(-2,-2,—1) + (-1,2,-2)
OB = (-1,1,0)
B(-1,1,0)

La longitud de la diagonal es la distancia entre los pun-
tosPyB

PB(-3,0,-2)
d(P,C) = V(=3)2+ 0* + (-2)> =13 =
= 3,61 unidades.

] Se consideran los puntos:

A(l, 1,1),B(0,-2,2),C(-1,0,2),D(2,-1,-2)
a) Calcula la distancia del punto D al plano determinado

por los puntos A,By C

b) Halla unas ecuaciones cartesianas de la recta que
pasa por D y es perpendicular al plano determinado
por los puntos A,By C

Solucion:

|Ap, + Bp, + Cp; + D|

VA2 + B2 + C?

a) d(D, ) =

D(2,-1,-2)
Determinacién del plano m:
A(lLLLen

U =AB(=1,-3,1) || (1,3,=1)
V=AC2-1, )] @ 1,-1)

x=1 y—-1 z-1

| 3 -1 (=0

2 | -1
2x+y+5z-8=0
2-2+1-(-1)+5-(-2)—-8] _ I5 _

22+ 12+ 52 V30
30

=g= 2,74 unidades.
b) Vector director de la recta r es el vector normal al
plano.
n,1,5)
D(2,-1,-2)
x—2 _ z+2

A

d(D,m) =

r

[152] Bloque II. Geometria

[ Se consideran las rectas:

—1 _
x—2
3

a) Calcula la distancia entre ry s

s= =y=l-z

b) Halla unas ecuaciones cartesianas de la recta perpen-
dicular ary s,y que corta a ambas.

Solucion:

-

a) d(r,s) = |[A§><U,VT]|

A@©O,1,3) e r

B(2,0,1) e s

AB(2,-1,-2)

0(1,-2,2)

VG, 1,—1)

. 2 -1 -2

[AB,u,v]=|l -2 2|=-21+0
3 1 -l

Las rectas r Y S se cruzan.
ixv=(077
211 21

d(r,s) = = =32 = 4,24
C) = Jesrer 72 :
b)
t S
- n’
v
CT
) ;
________ - :

Vector director de la recta r: u(1,-2,2); punto A(0, 1, 3)
Vector director de la rectas: (3, I,—1); punto B(2, 0, )
Se halla el vector perpendicular a U y v:

i j k

| -2 2|=7j+7k=n(0,7,7)]| (0, 1,1)
3 I -1

= =
n =

El plano T, que contiene a la recta r y es perpendicular
as:

a
Il

X
I
0 I |

>n=—4x-y+z-2=0



a) d(D,m) =

b) d(r,s) =

El plano 7', que contiene a la recta s y es perpendicular
ar

x=-2 y z-|
n'=| 3 | -1 [=0=>
0 | |
=>n' =2x-3y+3z-7=0
La recta es:

t

4x+ y— z+2=0
2x—-3y+3z-7=0

[l Se considera el tetraedro cuyos vértices son los puntos

A(1,0,0),B(1,1,1),C(=2,1,0) y D(O, I, 3)
a) Calcula la distancia de D al plano determinado por
los puntos A,By C

b) Halla la distancia entre las rectas ACy BD

Solucion:

|Ap, + Bp, + Cp; + D|
VA2 + B +

D(O, 1,3)
Determinacion del plano m:
A(1,0,0) e

x+3y-3z-1=0
h-0+3-1-3-3-1] _ 7 _
V12 + 32+ (-3)2 V19

1,61 unidades.

d(D, ) =

|[AB, d, V1|
|u x V|
A(1,0,0) € r
B(I,I,1)e s
B(O,I )

U =AC(-3,1,0)
= BD(-1,0,2)

-~ 0o I I
[AB,i,v]=|-3 | 0[=7=0
-1 0 2

<l

Las rectas r y s se cruzan.
uxv=(61)
7 7
d(r,s) = 7 = = 1,09 unidades.

V22 +62+ 12 4l

[Z3 Sean los puntos P(8, 13, 8) y Q(—4, — 11, —8). Se consi-
dera el plano 7, perpendicular al segmento PQ por su
punto medio.

a) Obtén la ecuacion del plano &

b) Calcula la proyeccién ortogonal del punto O(0, 0, 0)
sobre 1

c) Halla el volumen del tetraedro determinado por los
puntos en los que el plano T corta a los ejes coorde-
nados y el origen de coordenadas.

Solucion:
a) El punto medio del segmento es M(2, |,0)
n= P*Q>(—I2,—24,—I6) | (3,6,4)
El plano es:
3x—-2)+6(y—1)+4z=0
3x+6y+4z-12=0
b) Es el punto O, de corte de la recta perpendicular que
pasa por O(0, 0, 0) con el plano obtenido.

Vector director de la recta:

v =n(3,6,4)
x = 3t
r=qy=6t;te R
z =4t

Se sustituyen las coordenadas de la recta en el plano:
3:3t+6-6t+4-4-12=0
gt+36t+ 16t—12=0

6lt—12=0
o2
6l
T
c) Volumen del tetraedro = %|[7\ OB, ?]|
0(0,0,0)
A es el punto donde corta al eje X,y =0,z=0
A(4,0,0)
B es el punto donde corta al eje Y,x =0,z=0
B(0,2,0)

C es el punto donde corta el eje Z,x =0,y = 0
(0,0, 3)

o 4 0 O
[[0A,0B,0C]|=0 2 0|=24
0 0 3
|[OA, OB, 0C]| = 24
|
Volumen del tetraedro = Z -24=44}

7. Espacio métrico [153]



Sean | x—| y z-—|
[XJ Sean la rectar = =-T=
m 4 2

yelplanon=2x-y+kz=0

a) Calcula m y k para que la recta sea perpendicular al
plano.

b) Calcula m y k para que la recta esté contenida en el
plano.

Solucion:

a) Para que la recta sea perpendicular al plano, las coor-
denadas del vector director de la recta tienen que ser
proporcionales a las del vector normal al plano.

V(m,4,2)

n2,-1,k)
m_4_2
2 -l k

I
m=—-8k=——

2
b) Para que la recta esté contenida en el plano:

*A(1,0, 1) € rtiene que estar en el plano
2:1-0+k-1=0
k=-2
La ecuacion del plano es:
T=2x—-y—2z=0

* El vector director v de la recta r tiene que ser perpen-
dicular al vector normal n al plano m:

V(m,4,2)

n2,-1,-2)

Por tanto, su producto escalar tiene que ser cero:
v-n=0

2m-4-4=0

m=4

L] Resuelve las siguientes cuestiones:

a) Halla el lugar geométrico de los puntos que equidis-
tan de los planos de ecuaciones:

T=3x—4+5=0 T =2x—-2y+z+9=0
b) ;Qué puntos del eje Y equidistan de ambos planos,
mymn'?
Solucién:

a) Como los planos no son paralelos, las soluciones son
planos bisectores:

|3x—4y+5| _ |2x—2y+z+9|
137.4_4_7__'_02 1’22+22+|2
|3x -4y +5] _ |2x-2y+2z+9|
5 3
3|13x—4y + 5| =5|2x—2y + z + 9|

Blogue Il. Geometria

De esta igualdad de valor absoluto se derivan dos igual-
dades:

3B3x—4y +5)=52x—-2y+z+9)
o=x+2y+5z+30=0
3B3x—4y+5)=-52x-2y+z+9)
6'=19x-22y +5z+60=0

b) Sea el punto P(0, b, 0) que pertenece al eje Y:
d(P, ) = d(P,mt")
3-0-4-b+5 _[2-0-2-b+1-0+9|

N a0 2+ 22+ 12
|-4b + 5| _ |-2b + 9|
5 3

3|-4b + 5| = 5]-2b + 9|

De esta igualdad de valor absoluto se derivan dos igual-
dades:

3(—4b + 5) = 5(-2b + 9)
b=-15

P(0,—15,0)

3(—4b + 5) = —5(-2b + 9)

30
b_||

o

vII’

[fd Halla la ecuacién del plano que pasa por el punto

A(l, 0, —1), es perpendicular al planox—y + 2z + | =0
y es paralelo a la recta:
x—2y=0
z=0
Solucion:

* Pasa por el punto A(1,0,—1)
* Si es perpendicular al plano:
x—y+2z+1=0
Un vector director es:
u=n(l,-1,2)
* Si es paralelo a la recta:
{x -2y=0
z=0
El otro vector director es:
v(=2,-1,0) || (2, 1,0)
* Ecuacion del plano:
x—| y z+|I
I -1 2 |=0
2 I 0

2x—4y—-3z-5=0



[ Sean la recta r y el plano & dados por:

x=—1=A
r=qy= -A;AeR
z= 20

n=2x-3y+z+1=0
a) Calcula el seno del angulo que forman la rectary el
plano ®
b) Halla la ecuacion de la recta proyeccion ortogonal de
r sobre T

Solucion:

B3
a) sena—w
VEL=-1L2) [ (1, 1,-2)
n2,-3,1)
V' A=-2+3+2=320

La recta y el plano se cortan.

3 3

Ve V14 84

b) La recta de proyeccion ortogonal es la que pasa por el
punto de interseccion de la recta con el plano y la pro-
yeccion de cualquier punto de la recta sobre el plano.

* Para hallar el punto P de interseccion de la recta con
el plano, se sustituyen las variables en la ecuacién del
plano:

2=1-1)=3CN) + 24+ 1=0

*Sea A(-1, 0, 0) € r. Vamos a calcular la recta perpen-
dicular al plano que pasa por este punto A:

u=n2,-3,1)
x=—-1+2t

S=qy = -3t;te R
z= t

2=l +2t)=3(3t) +t+1=0

14
(6 3 1
A( 714 |4)

La recta pedida pasa por el punto:

4 I 2
”( 3 ??)

y tiene como vector director:

— (10 5 25
PA/|—— = —22 || (4,1,-5
(2| ) 42)”( )
x+4/3 _ | _ z-2/3
_y+—_
4 3 -5

[Zd Considera los siguientes puntos:

A(1,0,3),B(3,-1,0),C(0,—-1,2) y D(a,4,—-1)
Halla a sabiendo que la recta que pasa por Ay B es per-
pendicular a la recta que pasa por Cy D
Solucion:

S =
Los vectores AB y CD tienen que ser perpendiculares:

AB(2,—1,-3)
CD(a,5,-3)

AB-CD=0
@2,-1,-3) - (a,5,-3) =0
2a+4=0

a=-2

[f] Sea r la recta de ecuacién:

a) Halla los puntos de r cuya distancia al origen es de
7 unidades.

b) Halla la ecuacién del plano perpendicular a r que pasa
por el punto P(1,2,—-1)

Solucién:
a) Pasamos la recta a paramétricas:

0(0,0,0) € r
V(2,-3,-6)
x= 2t
r=qy=-3t;te R
z=-6t

Un punto genérico de la recta es:
P(2t, —3t,—6t)

d(O,P) =7

V(202 + (=302 + (-6t =7

(2t)2 + (-3t)2 + (-61)2 =72

t=1,t=-1
Se obtienen dos puntos:
A2,-3,-6)
B(-2,3,6)
b) El vector normal al plano es el vector director de la recta.
n=v(2,-3,-6)
P(1,2,-1)

2x—1)=3(y—-2)-6(z+1)=0
2x—3y—6z—-2=0

7. Espacio métrico [155]



[t} Considera el plano: Dada la recta:
x+y+27-4=0 {x— y -5=0

r
a) Halla el area del triangulo cuyos vértices son los pun- x=3y-z-7=0

tos de corte del plano con los ejes coordenados. a) Calcula un punto R de la recta r que equidiste de los

puntos P(1,0,-1)y Q(2, 1, I)

b) Calcula el drea del triangulo determinado por los
puntos P,Qy R

b) Calcula la distancia del origen al plano dado.

Solucién:
a) A es el punto donde corta al eje X,y =0,z=0
A(2,0,0)

Solucion:

a) Pasamos la recta a paramétricas y tomamos un punto R

B es el punto donde corta al eje Y,x=0,z=0
B(0,4,0)
C es el punto donde corta al eje Z,x =0,y =0
C(0,0,2)

_B)><A_>|

. I
Area del tridngulo = 3|

(-2,4,0)
(-2,0,2)

=l &l &l

x AC = (8,4,8)

XAC| = V8 + 42+ 8 = |2

. I
Area del tridngulo = El 12| = 6 unidades cuadradas.

=l

|Ap, + Bp, + Cp; + D|

) dP.) =~ e
P(0,0,0)
2:0+1-0+2-0-4] _|-4
«Rm=| S

o 3

= % = [,33 unidades.

(] Halla el punto del plano de ecuacién x —z = 3 que estd

mas cerca del punto P(3, I, 4), asi como la distancia
entre el punto Py el plano dado.

Solucion:

* El punto mas cercano es la interseccion del plano con la
recta perpendicular que pasa por el punto P(3, |, 4)

El vector director de la recta perpendicular es el vector
normal al plano:

x=3+t
v=n(l,0,-)=>r=yy=1 ;teR
z=4-t

Se sustituyen las variables en la ecuacion del plano:
3+t-(4-t)=3=>t=2

P'(51,2)
PP'(2,0,-2)

|PP'| = 272 unidades.

Blogue Il. Geometria

genérico:

A(5,0,-2)

v(l, 1,-2)
x= 5+t

r=4qy = t;te R
z=-2-2t

R(5 +t,t,—2 - 2t)
d(P,R) = d(Q,R)

PR(4 + t,t,—1 — 21)
QR(3 + t,t— 1,-3 - 21)

V@A +o2+2+ (-1 -2 =

=@+ + (- 1)+ (-3 - 20
@+ +e+ (-1 -2 =
=@+t + (- 1)+ (3-2t)

)

1 | — —>
b) Area del tridngulo = 3|PR x QR|

(7 1
PR[=—— 0
73
(5 3
Rl —= -2
#5-3-1

PR x QR = (1,7,—4)
PR x QR| =12+ 72 + (-4 =66 = 8,12 u

. |
Area del tridngulo = 3|8, 12| = 4,06 u?

£3 Consideremos el punto P(I, 0,—1) y la recta r, dada por

B x+y=0
"lz-1=0

a) Halla el punto de la recta r mas cercano a P
b) Calcula la distancia entre Py r

c) Determina el plano que pasa por el punto Py contie-
nealarectar



Solucion:

a) El punto mas cercano es la interseccion de la recta con
el plano perpendicular que pasa por el punto P(l1, 0, 1)

El vector normal al plano perpendicular es el vector
director de la recta:

n=v(l,-1,0)
x—1l-y=0
x—y—-1=0
Pasamos la recta a forma paramétrica:
A(0,0, I)
v(l,-1,0)
x=t
r=qy=-t;te R
z=|

Sustituyendo estas variables en la ecuacién del plano,
se tiene:
t+t—1=0
.
72

.
El Bl —— |
punto es (2 > )

b) d(P,r) = d(P, B)

1
PB|-———2
557

d(P,B) = V(= 1/2)* + (= 1/2)* + 22 =9/2 =
3 _3\2

= —=———= 2,12 unidades
\2 2
c) El plano pedido pasa por los puntos P(1,0,—1),A(0, O, I)
y otro punto cualquiera de la recta r

Por ejemplo, para t = | se obtiene:
c(l,-1,1)

Los vectores directores del plano son:

U =AP(1,0,-2)

v =AC(l,-1,0)

n(=2,-2,-1) | 2,2, 1)
Tomando el punto A(0, 0, I)
2x+2y+z-1=0

Calcula todos los planos perpendiculares a la recta r, de
ecuaciones paramétricas:

x=—10+5t
r=4y=100 ite R
z=250-12t

que se encuentra a 2 unidades de distancia del punto
P2,-7,1)

Solucion:
El vector director v de la recta r sera el vector normal n
a los planos 1 perpendiculares:
n=v(5,0,-12)
Las ecuaciones de dichos planos seran de la forma:
n=5x-12z+k=0

Se tiene que verificar:
d(P, ) =2

|Ap: + Bp, + Cp, + D

N o

P(2,-7,1)

d(P, ) = [5:2+0-(=7)—12-1 +K| =|—2+k|
V52 + 07+ (-12) '3

2 +k

||3|=2

-2+ k| =26

De la igualdad de valor absoluto se deducen dos igual-
dades:

-2+k=26
k =28
-2+k=-26
k=-24

Luego se obtienen dos planos de ecuaciones:
T =5x-12z2+28=0
m,=5x-12z-24=0

Dados los puntos
A(l, 1, 1), B(=1,3, 1), C(1,0,0) y D(0, 2, 0)

halla el punto P perteneciente a la recta determinada
por Ay B tal que el triangulo CDP sea rectangulo con
hipotenusa CP

Solucién:
Recta determinada por Ay B:
v =AB(=2,2,0) || (1,-1,0)

x=1+t
r=qy=1-t;te R
z=1

Un punto genérico de la recta r es:

P(I +¢t,1—t1)
Si la hipotenusa es CP, entonces los otros dos lados son
perpendiculares:

CD L DP
Por lo tanto:
CD -DP=0
CD(-1,2,0)

DP(I +t,—1 -t 1)
1,2,0) (I +t,—1 £, 1)=0
-3t-3=0

t=-1I

El punto P es: P(0,2, )

7. Espacio métrico



De los planos paralelos al plano x + y + z = 8, halla los
que determinan con los ejes de coordenadas un trian-
gulo de drea 8\3

Solucion:
Los planos paralelos tienen de ecuacién:
xtyt+tz=m
Este plano corta a los ejes en los puntos:
A(m, 0, 0), B(0, m, 0), C(0, 0, m)

Area del triangulo = %L‘Té x AC|

/ﬁ(—m, m, 0)
AC(~m, 0, m)
I i j k
ABXAC=|-m m 0|=mli+mj+mk
-m 0 m

—  —

|AB x AC| =Vm* + m* + m* =m*/3
3

] I
Area del tridngulo = ?|m2\/§| =5 m

2

Por lo tanto:

?mz =83

Para m = 4, se obtiene el plano:
x+ty+z=4
Para m = —4, se obtiene el plano:
xtytz=—4

K La recta:
x==2+3t
r=qy= 4-2t;te R
z=-6+5t
corta al plano x —y — 2z = | en el punto A,y al plano

x+y—-z=0en el punto B
Si O es el origen de coordenadas:

a) Halla el angulo que forman los vectores OA y OB

b) Halla el drea del triangulo OAB

Solucion:

Para hallar el punto A, se sustituyen las variables de la recta
en la ecuacion del plano:

—2+3t—(4-2t)-2(-6+5¢t) = |

t=1

A(l,2,-1)

Para hallar el punto B, se sustituyen las variables de la recta
en la ecuacién del plano:

—2+3t+4-2t—(-6+5t)=0

t=2

B(4,0,4)

Blogue Il. Geometria

a) OA(1,2,-1)
OB(4,0, 4)
Se observa que su producto escalar es cero:
(1,2,-1)-(4,0,4)=0
Por tanto, son perpendiculares:
o =90°
b) Area del tridngulo OAB:
Como OA L OB

7 | — —

Area del triangulo = 3|OA| - |OB|

|0A| =6

|0B| = 42

. I

Area del tridngulo = b} 6-42=43=693 0

&l Considera los puntos A(=5, 2, 4), B(-3, 2, 0) y la recta

x-=1 __z
T3 YT

a) Calcula la recta que corta perpendicularmente a r y
pasa por B

b) Se considera el rectangulo que tiene dos vértices en
Ay B,y uno de los lados que pasa por A esta conteni-
do en la recta r. Calcula su area.

Solucién:

a) Hay que hallar el plano perpendicular a la recta r que
pasa por By luego hallar el punto de interseccién P de
dicho plano con la recta dada. La recta pedida es la que
pasa por By P:

n=v(=312)
El plano es:
-3x+3)+y—-2+2z=0
3x—-y—-2z+11=0

Pasamos la recta a forma paramétrica:

x=1-3t
r=qy= t;te R
z= 2t

Se sustituyen las variables en la ecuacion del plano:
3(1 =3t)—t—2-2t+ 11 =0
t=1
P(-2,1,2)
Ecuacién de la recta que pasa por By P
Punto: B(-3, 2,0)
UzERL_BD
Yy — z
Xx*3=" =7
b) El punto A(-5,2,4) € r
El area del triangulo es:

Area = |AP| - |BP|



L) Dado el planomwy=3x+my +z=6

APB3,-1,-2) a) Calcula m para que la recta r que pasa por el punto
|?| 14 P(l, 1,2) y es perpendicular a este plano 7, sea para-
F(I, 1,-2) lela al plano:m,=x—y =3

b) Calcula la distancia de la recta r al origen.
|BP| =6
. Solucion:
Area del trigngulo = V14 - V6 = 2V21 = 9,17 u?

a) Recta perpendicular que pasa por P

KLl Dada la recta: El vector normal al plano es el vector director de la recta:
— —

v=n@3,m,1l)

- -1
x3| =yT=Z_2

{3x—y+z=0
r=

xX—y = r=

a) Determina la ecuacion de la recta s que pasa por el

Esta recta es paralela al plano T, si el vector de la recta
punto P(2,—1,0) y corta perpendicularmente a r

es perpendicular al vector normal al plano; por tanto, el
producto escalar tiene que ser cero.

@,m, 1)~ (1,-1,0)=0

b) Obtén, explicando el procedimiento utilizado, una
recta paralela a s que se cruce con r

Solucion: 3-m=0
a) Hay que hallar el plano perpendicular a la recta r y luego m=3
hallar el punto de intersecciéon de dicho plano con la Ecuacién de la recta:
recta. x—1 y—|
La recta pedida es la que pasa por Py el punto de in- rs—3—=—3 Fz-2
terseccion.
El vector director de la recta es el vector normal al plano: b) d(P,r) = %
- - 4
n = V(I, I,—2) O(O,o'o)
El plano perpendicular que pasa por P(2, —1, 0) es: P(1,1,2) € r
—2+y*+1-22=0 OF(1, 1,2)
T=x+y—-2z—-1=0 V3,3, 1)
P la recta a f strica: —
Aalsa(r;ﬁoz a recta a forma paramétrica 0P x 7 = (=5,5,0)
,U,—=3)er — =
( ) |0P x V| = 5\2
x= 1 ! vl =19
r=qy=
_ 52
z=-3-2t d(P,r) = —== = 1,62 unidades.

V19

] Dado el punto P(I, 1, 1) y la recta:

Se sustituyen las variables en la ecuacion del plano:
l+t+t-2(-3-2t)—-1=0

3 -
t__z x=1+ t
r=qy=1-t;teR
I 3 3 -
LI . z=3+2t
Q(4 4 2)
a) Calcula la distancia del punto P(1, 1, 1) a la recta r

e el [ e G [pes [l 1777 @ b) Comprueba si los puntos A(l, 1, 3) y B(0, 2, |) per-

P(2,—I,0) tenecen a la recta r, y determina el area del triangu-
I lo PAB
o e
Solucioén:
_x=2 _yrl_z [P x V|
STTT7T T e ) dB.0 ="
b) Cualquier recta paralela a s que esté en el plano per- P(I,1,1)
pendicular que hemos calculado y que no pase por el
. A(lLL3)er
punto Q; por ejemplo: N
R(1,0,0) € & G )
_x=1 _y _z v(l,-1,2)
=TT 0 T AP x V = (~2,-2,0)

7. Espacio métrico



= |
AP x V| = 22 1501 = 50
V| =Veé -
[t]=2=t+2
22 _ 2\3
d(P,r) = ——==——= 1,15 unidades. Parat=2 = Q(7,9, 1)

Ve 3

b) En las ecuaciones de la recta para t = 0, se obtiene el

Parat=-2= Q'(-5,-7,1)

50
P,r) = 5 = 10 unidades.

a.

< | — —
b) Area del tridngulo = ?|AP x AQ|

Las ecuaciones paramétricas de la recta r son:

x=1+3t
r=qy=1+4t
z=|

Q(l +3¢t, 1 +4¢,1)
Area del tridngulo APQ = 50

|AP x AQ| = 50
AP(11,-2,0)

AQ(3t, 4t,0)

AP x AQ = (0,0, 50%)

Blogue Il. Geometria

punto A X3 Se considera un paralelepipedo de bases ABCE y DFGH,
En las ecuaciones de la recta parat = — |, se obtiene el siendo A(I, I, 1) B(2, 1, 1), C(2,4, 1) y D(1, 2, 7)
punto B | a) Halla el 4rea de una de las bases.
Area del triangulo = 7|73) X 7’)| b) Calcula el volumen del paralelepipedo.
/TB)(—I, 1,-2) c) Halla la distancia entre las bases.
AP(0,0,-2) Solucién:
AP x AP = (-2,-2,0) a) Area del paralelogramo = |AB x AC|
|AB x AP| = 2\2 AB(1,0,0)
; I —
Area del tridngulo = 7|2\/E| =\2= 141 0 AC(1,3,0)
L i j k
K3l Resuelve las siguientes cuestiones: ERHe= : g 8 = el

a) Determina la distancia del punto P(12,—1, 1) a la rec- ’

ta r que pasa por el punto A(l, I, 1) y que tiene como Area del paralelogramo ABCD =3 u*

vector de direccién el vector (3,4, 0) b) Volumen del paralelepipedo = |[AB, AC, AD]|
b) Encuentra qué punto (o puntos) de la recta r deter- ﬁ“ 0,0)

mina (o determinan) junto con Ay P un tridngulo de —

area igual a 50 unidades cuadradas. 'f(l’l 0)

. AD(O, I, 6)

Solucién:
W’) v N 0 0
2) d(P,r) = =L [[AB,AC,AD]|=|1 3 o0|=18
vl 0o 1 6

P(I2’_Ir|) — - —>
A(I,I,I)e r I[AB,AC,AD:”: 18
AB(11,-2,0) Volumen del paralelepipedo = 18 u?
V(3,4,0) ¢) La distancia entre las l?ases es la longitud de la altura.
AP XV = (0,0, 50) Volumen del plasralegjzlped: : 25 : I—; )
|TX7|:50 = 3H = H = 6 unidades.
[v|=5

Para profundizar

kXl Sea r, la recta que pasa por A(0, 0, 0) y B(80, 10, 0) y
sea r, la recta que pasa por C(0, 0, 10) y D(m, 10, 10).
a) Obtén la distancia que hay entre r, y r,

b) Justifica geométricamente que la distancia entre r, y
r, es independiente del valor de m

Solucion:

|[AC, 4, ]|
[u x V|

A(0,0,0) € r

C(0,0,10) € s

AC(0,0, 10)

U = AB(80, 10,0)

—

V = CD(m, 10,0)

a) d(r,s) =



. 0 0 I0
[AC,u,v]=(80 10 0|=8000- 100m
m 10 0

i j k
Uxv=[80 10 0|=(800- I0m)k

m 10 0

_ [8000-100m| _ .

d(r,s) = 1800 — 100m| 10 unidades.

b) La recta r, estd contenida en el plano z =0y la recta r,

estd contenida en el plano z = 10

La distancia entre ellas es la distancia que hay entre am-
bos planos, es decir, de 10 unidades.

KZLJ Dados el planom=x +y +z = |,

la rectar=(x,y,z) = (1,0,0) + A(0, I, 1); Ae R
y el punto P(l, I, 0):

a) Halla la ecuacion de una recta s que sea perpendicu-
lar a w y pase por P

b) Halla el punto P’, simétrico de P respecto de r
c) Halla el punto P, simétrico de P respecto de T

Solucién:
a) El vector director de la recta s es el vector normal al

plano ©
v=n(,1,1)

s=x—l=y-1=z

b) Tenemos que hallar, en primer lugar, el punto de inter-

seccién de la recta r con el plano perpendicular que
pasa por P,y ese sera el punto medio entre Py P’

El plano perpendicular tiene como vector normal el
vector director de la recta r

u=n'(0,1,1)
y—1+z=0
ytz=1

Un punto genérico de la recta r es: M(1, A, A)
Se sustituyen sus coordenadas en la ecuacién del plano:
A+A-1=0

A=

2
|1

M\, — =

123
Sea P'(x,y, z)
x+ |

> Sl=x+1=2=x=1
yrl b= -
> S =Y I=1=y=0
z_1 .
2 27 %7
P'(1,0,1)

KX Resuelve las siguientes cuestiones:

a) Halla un punto A que esté sobre la recta:

y=1+ x| R
z=1+2% [ *€

que diste del punto B(I, 0, 1) el doble que del punto
C(0,0,0) y que esté por debajo del plano XY

b) Halla la proyeccién ortogonal de C sobre la recta BP,
donde P es el punto en el que la recta dada en el
apartado anterior corta al plano YZ

Solucion:

a) Un punto genérico de la recta es:A(t, | +1t, | + 2t)
B(1,0, 1)
BA(t—I,t+ 1,2t)
d(B,A) =N (t— 1)* + (t + 1)2 + (21)2
(0,0,0)
CA | +1t,1 +2)
d(C,A) =NE + (t+ 1) + (1 + 20>
d(B,A) = 2d(C, A)
V(E= 12+ + 12+ (20> =
=2VE + (t+ 1)2 + (1 + 20

|
t=—I,t=——

3
Parat=—-1 = A(-1,0,-1)
I 2 1
P = - A,—_$—7—
ara t 3= ( 33 3)

Como se pide que esté por debajo del plano XY, la z
tiene que ser negativa.

Es el punto: A(—1,0,—1)

b) La proyeccion ortogonal es el punto de corte de la rec-
ta BP con el plano perpendicular que pasa por C

Se halla el punto P en primer lugar.
En el plano YZ,x =0

P@©, I, 1)

Recta BP:

i =BP(1,1,0) ]| (1,-1,0)

X= t
Recta BP=qy=1-t
z=|

Plano que pasa por Cy es perpendicular a la recta BP
x—y=0
Interseccién de recta y plano:
t— (-t =0
I
“2

oy

t

N | —
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Practica

ElJ Dado los puntos A(3, -4, 1) y B(5, 1, 4), halla la
distancia de A a By representa el segmento AB

Solucién:

[ Ejercicio 90
| A := punto(3, -4, 1) => punto(3,-4,1)
| B := punto(5, 1, 4) => punto(5,1,4)
| distancia(A, B) = /38
| /38. = 6.1644
d(A, B) =6.16 unidades
| dibujar3d(A, {color = azul, tamafio_punto = 8})
| dibujar3d(B, {color = verde, tamarfo_punto = 8})
| dibujar3d(segmento(A, B), {color = rojo, anchura_linea = 2})

1 tablerol @’
WiRIS
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Ell Calcula la distancia que hay entre las rectas si-
guientes y represéntalas:

x= 1+6¢ .

r=4y=—4+ r; teR; sExEB =y=er

z= 3 -2t =5
Solucién:
[ Ejercicio 91

| A := punto(1, -4,3) => punto(1,-4,3)
| u=[6,1, -2] = [6,1,-2]

| B := punto(3, 0, -1) => punto(3,0,-1)
| v=[2,1,-5] = [2,1,-5]

| AB = vector(A, B) => [2,4,-4]

24 -4
61 -2| = 82
21 -5
| Juxv] = /701
82.
d= 1821 = 3.0971
4/ 701

d(r, s) = 3,10 unidades
| r =recta(A, u) = -x+6-y+25=0Nx+4-y+5-2=0
| dibujar3d(r, {color = rojo, anchura_linea = 2})
| s =recta(B, v) => -x+2.y+3=0Nx+13-y+3-2=0
| dibujar3d(s, {color = azul, anchura_linea = 2})

Blogue Il. Geometria

3 tablerol =
WiR!S
BEe ¢ n|els s s B

EA Calcula el plano mediador del segmento que tiene
por extremos los puntos:

A2,-3,5)y B(4,-1,-3)
Representa el segmento AB y el plano mediador.

Solucién:

[ Ejercicio 92
| A :=punto(2, -3,5) =» punto(2,-3,5)
| B := punto(4, -1, =3) => punto(4,-1,-3)
M= % = (3,-2,1)
| n = vector(A, B) = [2,2,-8]
| p=plano([x-3,y+2 z-1]-[2,2,-8] =0) = x+y-4.z+3=0
| dibujar3d(A, {color = azul, tamafio_punto = 8}
| dibujar3d(B, {color = cian, tamario_punto = 8})
| dibujar3d(segmento(A, B), {color = cian, anchura_linea = 2})
| dibujar3d(M, {color = rojo, tamafio_punto = 8})
| dibujar3d(p, {color = verde})

Bl tablerol =
WiRIS
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[EEf Halla la distancia que hay desde el punto P(4, -1, 3)
al plano: m=2x-3y+52-7=0
Representa el punto Py el plano m

Solucidn:

[ Ejercicio 93
| P := punto(4, =1, 3) => punto(4,-1,3)
| p=plano(2x -3y +5z-7=0) = 2.x-3-y+5.2-7=0

/38

distancia(P, p) = ——

| 2
‘ —'238 =-> 3.0822

d(P, p) = 3,08 unidades

| p=plano(2x -3y +5z-7=0) = 2.x-3-y+5.2-7=0
| dibujar3d(P, {color = azul, tamafio_punto = 8})

| dibujar3d(p, {color = rojo})

Ftabl:ml
WiR!S
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EL Calcula la distancia que hay entre la recta y el
plano siguientes:

n=06x+7y—10z2+9=0

Representa la recta 7y el plano ©
Solucién:
[ Ejercicio 94

\A := punto(2, -5, 0) =+ punto(2,-5,0)
\ p=plano(x + 7y - 10z +9=0) =» 6 -x+7 -y-10-z+9=0

. . 14 -4/185
‘ distancia(A, p) = T
14-4/185
T => 1.0293

d(r, p) = 1,03 unidades

|v=[3 -4, -1 = [3,-4,-1]

\ r=recta(A, v) =» 4.x+3 .y+7=0N5 .x+2.y+7.z=0

\ dibujar3d(r, {color = rojo, anchura_linea = 4})

\ p=plano(x + 7y - 10z +9=0) = 6 -x+7 -y-10-z+9=0
| dibujar3d(p, {color = verde})

\7tableml . @
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EH Calcula la distancia que hay entre los planos si-
guientes:
n=x-3y—2z+4=0
n'=2x—-6y—4z-7=0

Representa ambos planos.

Solucién:

[ Ejercicio 95

| p=plano(x-3y-2z+4=0) = x-3.y-2:-2+4=0

| q=plano(2x -6y -4z-7=0) =» 2.-x-6-y—-4-z-7=0
| dibujar3d(q, {color = cian}) = tablero1

15.4/14

. . -
‘ distancia(p, q) T

‘ H’T V14 20045

d(P, p) = 2 unidades
| dibujar3d(p, {color = rosa})
| dibujar3d(q, {color = cian})

ﬂtahleml @.‘
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ELf Calcula los planos bisectores de los planos:
T=x+2y—2z=5
n'=8x—4y+2z=3

Representa los cuatro planos.

Solucién:

Elercicio 56
|m=[1,2 -3 = [1,2,-2]
| n2 =[8, -4,1] = [B,-4,1]
Ix+2y-22-6] _ [Bx-dy+z-13| _2
il = ] ) i {{"'9 v
| p1 =planofx + 2y - 22 - 6 =0) = x+2.y-2.2-6=0
| dibujar3d(p1, {color = reja}])
| p2 = planc(x - dy + 2~ 3 =0) = §-x-d-y+z-3=0
| dibujardd(p2, {eslar = raja})
| q1 = plano(9x - 2y - 2 = 8) =+ §-x-2-y-z-8=0
| dibujar3diql, {coler = verda})
| 2 = plano(Tx - 6y + 32 =-2) = T x-6.y+3.2+2=0
| dibujar3d|g2, {color = verde})

o Pvoeea ey
WiRIS
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" l’s__}{_s__z__'|
resolv FR R et O L il o 2 I

Ell Halla el valor de 4 para que las siguientes rectas

sean perpendiculares:

x=—3+2t
rEX—2=)’+3=z_l S=qy = 5+/€l’;tER
5 4 -2
z=—2— t

Representa ambas rectas.

Solucidn:

[ Ejercicio 97

|A '= punto(2, -3, 1) =» punto(2,-3,1)

|u=15,4, -2] = [5,4,-2]

| B := punto(-3, 5, -2) =» punto(-3,5,-2)
[v=12,k, -1 = [2,k,-1]

| resolver(u - v =0) => {{k=-3}}

|v=1[2, -3, -1] = [2,-3,-1]

| r =recta(A, u) = -4.x+5.y+23=0N2-x+9.y+23-2=0
| s =recta(B, v) =» -3.x-2.y+1=0N11-x+7-y+z=0
| dibujar3d(r, {color = rojo, anchura_linea = 4})

| dibujar3d(s, {color = azul, anchura_linea = 4})

Blogue Il. Geometria

WiRIS
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ELY Justifica por qué la recta 7y el plano m son perpen-
diculares:

p=xtl y+4 .
2 -1

T=4x—-2y+2z+7=0

Representa la recta y el plano.

Solucién:

[ Ejercicio 98
|A = punto(-1, -4, 0) = punto(-1,-4,0)
|v= [2, -1,1] = [2,-1,1]
| r=recta(A, v) = x+2.-y+9=0N-4 -x+y+9.2=0
| p=plano(dx -2y +2z+ 7 =0) =» 4.x-2.y+2-2+7=0
| n=1[4,-22] = [4,-2,2]
Larectay el plano son perpendiculares porque
los vectores vy n son proporcionales.
| dibujar3d(r, {color = rojo, anchura_linea = 4})
| dibujar3d(p, {color = azul}) = tablero1

WiRIS
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EE] Halla el punto Q simétrico del punto P(2, -3, 5)
respecto de la recta:

r x=8 :Mzz—fi
5 2

Representa los puntos Py Q y la recta 7

Solucidn:

[ Ejercicio 99

| P := punte(2, -3,5) =» punto(2,-3,5)

| A := punto(8, -2, 3) => punto(8,-2,3)
|v=1[521] = [52,1]

| r=recta(A, v) = -2-x+5-y+26=0N-8-x+7-y+26-2=0
| p = plano(P, v) => 5.-x+2-y+z-9=0

[M=rnp = {(3,-4,2)}

| M = punto({(3,-4,2)}) = (3,-4,2)

Q@ =2-M-P = (4,-5-1)

| dibujar3d(P, {color = magenta, tamafio_punto = 8})
| dibujar3d(Q, {color = rojo, tamario_punto = 8})

| dibujar3d(M, {color = verde, tamafio_punto = 8}

| PQ = segmento(P, Q) =» (2,-3,5)-(4,-5,-1)

| dibujar3d(PQ, {color = cian, anchura_linea = 2})

| dibujar3d(r, {color = azul, anchura_linea = 4})

| dibujar3d(p, {color = rosa})

EJ tablerol : @”
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LY Halla el punto Q simétrico del punto P(3, —4, 4)
respecto del plano:

T=2x-3y+2z-9=0
Representa los puntos Py Qy el plano &

Solucién:

[ Ejercicio 100

| P := punto(3, -4, 4) => punto (3, -4,4)

| p=plano(2x -3y +2z-9=0) =» 2.x-3.y+2-2-9=0
|n=1[2,-3,2] = [2,-3,2]

| r=recta(P, n) =» -3.x-2.y+1=0N-4-x-2-y+z=0
[M=pnr= {(1,-1,2)}

| M=punto({(1,-1,2)}) => (1,-1,2)

@ =2-M-P = (-1,2,0)

| dibujar3d(P, {color = magenta, tamafio_punto = 8})

| dibujar3d(Q, {color = rojo, tamafio_punto = 8})

| dibujar3d(M, {color = verde, tamarfo_punto = 8})

| PQ = segmento(P, Q) = (3,-4,4)-(-1,2,0)

| dibujar3d(PQ, {color = cian, anchura_linea = 2})

| dibujar3d(r, {color = azul, anchura_linea = 4})

| dibujar3d(p, {color = naranja})

.tahleml '
WiR!IS
| D@Ee o ulo@sssBos |

7. Espacio métrico



