Unidad 6.
Espacio afin

1. Rectas en el espacio

Piensa y calcula

Calcula las coordenadas de un vector que tenga la direccion de la recta que pasa por los puntos A(2, |, 5) y B(3,—1,4)

Solucion:

AB(1,-2,—1)

Aplica la teoria

Ll Halla las ecuaciones paramétricas de una recta deter-
minada por el punto A(3,2,—1) y el vector V(I,—4,2)

Solucion:
x= 3+ t
y= 2-4t;te R
z=—1+2t

IEA Halla la ecuacién continua de una recta determinada
por los puntos A(l, 3,-1)y B(2, 1, 3)

Solucion:
A(1,3,-1) y AB(1,-2,4)

x=3 _z+|
-2 4

x—1=
Kl Dada la recta siguiente:

x+y=3

y+z=2

encuentra un punto y un vector director de la recta.

r

Solucion:

Se resuelve el sistema:
x+y=3 x=3-y
y+z=2}:>z=2—y
Soluciones particulares:

A(3,0,2),B(2, 1, 1) :/ﬁ(—l, L=0) || (1,=1,1)

x—3=j=z—2
KB Dada la recta siguiente:
x—1 _y*3

escribe sus ecuaciones paramétricas.

=z+2

Blogue Il. Geometria

Solucion:

A(l,-3,-2) 7(2,4, )]
x= | +2t

y=-3+4t;te R

z=-2+ t

Kl Dada la recta siguiente:
r=(xyz)=(1,0,-2) +t2,1,3);te R
escribe las ecuaciones implicitas de dicha recta.

Solucion:

=x—I _ =z+2
=" TYT73

%—y:x—Zy—l

[l Determina si los puntos A(l,-3,4) y B(2,0,-3) estin
en la recta siguiente:

= x=3 =y+ | :L

=TTy -3
Solucién:
A(l,-3,4)
-3 _ 5, =-4 4
-1 - 3+1= 3 :>2;t—2¢—3
El punto A no pertenece a la recta.
B(2,0,-3)
ﬂ=o+|=:—3:>|=|=|

-1 3
El punto B pertenece a la recta.



2. Planos en el espacio

Piensa y calcula
Calcula un vector perpendicular al plano XY

Solucion:
El vector de coordenadas k(0, 0, I)

Aplica la teoria

Halla las ecuaciones paramétricas del plano determi-
nado por el punto A(2,-3, 1) y los vectores u(2,—1,4)
y v(l, 3,-2)

Solucion:

x= 2+20+ U
y=-3-— A+3u; ALuelR
z= | +40-2u

K Halla la ecuacién del plano que pasa por el punto
A(l1,-3,2) y tiene como vector normal n(l,—4, 5)

Solucion:
x=1)—4(y+3)+5z-2)=0
x—4y+5z-23=0

IEJ Dados los puntos
AB3,-1,2)
B(4,-2,-1)

halla la ecuaciéon dAe)I plano que pasa por Ay es perpen-
dicular al vector AB

Solucién:
AB,-1,2)
A_B)(I,—I,—3) es perpendicular al plano.

x=3)-(y+1)-3(z-2)=0
x—-y—-3z+2=0

[L[J] Halla la ecuacién del plano que pasa por los puntos

A2,-1,3)
B(3, 1,2)
y es paralelo al vector v(3,—1,—4)
Solucion:
A2,-1,3)
v(3,-1,-4)
AB(1,2,-1)
x—=2 y+l z-3
3 -1 -4 (=0
I 2 =1
Ix—y+7z=40

Ll Halla la ecuacién del plano que pasa por los puntos

A4,—1,-1)
B(2,0,2)
C(3.-1,2)

Solucion:

A4,—1,-1)

AB(-2, 1,3)

AC(-1,0,3)

x—4 y+1 z+]|

-2 I 3 |=0

-1 0 3

3x+3y+z-8=0

LA Halla la ecuacion del plano que pasa por el origen de
coordenadas y es paralelo al plano

n=5x—-3y+2z=3

Solucion:

Si el plano es paralelo a 7, un vector normal sera:

n(5,-3,2)

0(0,0,0)
5x-0)—-3(y—-0)+2(z-0)=0
5x-3y+2z=0

iEJ] Halla la ecuacion del plano que pasa por A(2,—1, 1) y

es perpendicular a la recta siguiente:
2x—-z+1=0
y=0

r

Solucién:

A2,-1,1)

Si el plano es perpendicular a la recta r, el vector V de r
es el vector normal A al plano.

i j k
n=v=[2 0 -I =i+2k=>7(|,0,2)
0 I 0
x-2)+2(z-1)=0
x+2z=4
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3. Posiciones relativas de rectas y de rectas y planos

Piensa y calcula

y

Indica la posicién relativa de la recta r = {
X

Solucion:

=1
- yelplanon=x=0

El vector director de la recta v(0,0, 1) es paralelo al plano. Luego la recta es paralela al plano.

Aplica la teoria

LY Estudia la posicidn relativa de las siguientes rectas:

x— | y
=———=-—=z+3;s=
rETy Ty TEYdsET 2 5

x—2 _y-5_z-3

Solucion:
A(1,0,-3) € r,B(2,5,3) € s
AB(1,5,6),4(2,3,1) y V(~1,2,5)

Se calcula el determinante de las coordenadas de los
vectores:

— —
Como los vectores u y v no son paralelos, las rectas se
cortan.

[l Estudia la posicidn relativa de las siguientes rectas:

-3 + | —4
rEX :y_|:Z ;szx—4=L=Z—

-2 2 2

Solucion:
AB,I,-1) € r,B(4,0,4) € s
AB(1,-1,5),u(2,1,-2) y ¥(1,2,2)
I -1 5
2 1 -2=27
I 2 2

El rango es 3 y las rectas se cruzan.

LJ Halla los valores de m y n para que las siguientes rec-
tas sean paralelas:
x—=5 _
4

r

Solucion:

Para que dos rectas sean paralelas, las coordenadas de
los vectores directores de las rectas tienen que ser pro-
porcionales:

Blogue Il. Geometria

Se consideran la recta y el plano siguientes:

S5x-y+z=0

' x—y—-z=-4

}; n=kx—6y+4z=5

Calcula el valor de k para que la recta r sea paralela a m.

Solucion:

Para que la recta r sea paralela al plano m, el vector direc-
tor de ry el vector normal al plano han de ser perpen-
diculares, es decir,

v-n=0
El vector director de r es:
j k

i

v=I[5 -1 1|=2,6,-4)] (,3,-2)
I -1 -1

El vector normal al plano T es:

n(k,—6,4)

(1,3,-2) - (k,—6,4)=0

k-18-8=0

k=126

LR Se consideran la recta y el plano siguientes:

re x— | _y+3 _z+2 T=x—y+z=5
2 2 37
Estudia su posicion relativa, y, si se cortan, halla el pun-
to de corte.

Solucion:

Vector director de r: V(2,2, 3)

Vector normal al plano: ri(1,-1, 1)
V-on=2-2+3=320

La recta corta al plano.

Punto de corte:

x= 1 +2t
y=—-3+2t;te R
z=-2+3t

| +2t—(-3+2t)-2+3t=5

3t+2=5
t=1
El punto es: P(3,—1, 1)



4. Posiciones relativas de planos

Piensa y calcula

Indica la posicién relativa de los planos t=z=2;n'=z=3

Solucion:

Son planos paralelos.

Aplica la teoria

[EEJ Estudia la posicién relativa de los siguientes planos:
a) n=2x+y-3z=lyn'=4x—4y+3z=0
bym=x+3y—-z=5yn' =2x+6y—-2z=|
c)n=x+y—-3z=2yn =5x+5y-152=10

Solucion:

a) %;ﬁ _L4 = Los dos planos son secantes.
Il _3_-1 5
b) A R Los dos planos son paralelos.
r_r_=3_2 Los d I inci
c) 5 =5 - _|5 1o — Los dos planos son coinci-

dentes.

L] Estudia la posicién relativa de los siguientes planos:

3x-5y+2z=4;2x-5y+3z=1; x+3y—4z=0

Solucion:

Se estudia el rango de la matriz de los coeficientes y la
matriz ampliada del sistema formado por las ecuaciones
de los tres planos:

3 -5 2
=12 -5 3[=0
I 3 -4
Como las filas no son proporcionales, el R(C) = 2
3 -5 2 4 I 3 -4 0
Rf[2 -5 3 [I|=R3 -5 2 4|3-12-2* =
I 3 -4 0 2 -5 3 I1[2-12-2"
3 -4 0

|
=R[0 14 -14 -4|22:2=
o Il =11 -l

| 3 —4 0
=R|IO0O 7 -7 -2 =
0O Il =1l =1/7-32=11-22
I 3 -4 0
=Rl[0 7 -7 -2
0 0 0 1I5

El R(C) = 2 y R(A) = 3 = El sistema es incompatible.

Como los planos no tienen los coeficientes de las varia-
bles proporcionales, se cortan dos a dos formando una
superficie prismatica.

Al Estudia, segun los valores del parametro k, las posicio-
nes relativas de los siguientes planos:

n=xtky+z=k+2
n=xt+ty+tkz=-2k+1)
n'=kx+y+z=k

Solucion:

Se estudia el rango de la matriz de los coeficientes y la
matriz ampliada del sistema formado por las ecuaciones
de los tres planos:

| k|
Icl={1 1 k|=k-3k+2
k 11
K-3k+2=0
k=1, k=-2

Para todo valor de k # -2 y k # | se verifica que:

R(C) = R(A) = 3 = nimero de incognitas y, por lo tanto, el
sistema es compatible determinado.

Los tres planos se cortan en un punto.
Se estudian los valores que son raices de |C|:

*Para k = | se tiene

I T T
Rl I 1 -4

N T
R(C) = 1, R(A) =2

Los tres planos son paralelos.

e Para k = —2 se tiene

I -2 | 0
Rl 1 I -2 2]22-12 =
-2 | | =-2/32+2-12
| -2 I 0

=R[0O 3 -3 2 =
0-3 3 -2/=-2

I -2 1 0

“Ro 3 .3 2

Se tiene que R(C) = R(A) = 2y, por lo tanto, el sistema es
compatible indeterminado.

Como los coeficientes de los tres planos no son propor-
cionales, se cortan en una recta.
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Ejercicios y problemas

Preguntas tipo test

LM Dada la siguiente recta
r=x=y=-z
el vector director es:
avo,I1,-1)
[1V(0,0,0)

Ev(l,1,-1)
avd, L,

P2 Dada la siguiente recta
r=x=y=-z
pasa por el punto:
(dAQO, I,-1)
AL 1,0)

¥ 0(0,0,0)
QA1)

B Un vector normal al plano

n=x+y+z=0

es:

QRO 1,-1)
Qr,0,1)

QnElL1L-1)
®Ad, 1,1

L3 Halla la posiciédn relativa de los siguientes planos:
T, =2x+3y—-z=5
m,=x—-5y—-z=1
(1 Son paralelos.
(] Son coincidentes.
Son secantes.
(1 Ninguno de los anteriores.

[ Halla la posicién relativa de los siguientes planos:
m=x+2y—z=|
m,=—2x—4y+2z=2
m;=3x+6y—3z=-5
Son paralelos.
(] Son coincidentes.
(1 Dos paralelos y el otro secante.
(1 Dos coincidentes y el otro paralelo.
[:l Un plano © determina sobre la parte positiva de los ejes

X, Y, Z tres segmentos de longitudes 2, 3 y 4 m, respec-
tivamente. Halla la ecuacién del plano ©©

(d2x+3y+4z=|
(J2x+ 3y +4z=24
(A2x—3y+4z=1
X1 6x +4y+3z=12

Blogue Il. Geometria

A Un plano © determina sobre la parte positiva de los ejes
X, Y, Z tres segmentos de longitudes 2, 3 y 4 m, respec-
tivamente. Halla la ecuacién de la recta que contiene
a los puntos A(2, 0, 3) y B(0, 6, a) y estudia la posicion
relativa de T y r segiin los valores de a

(1 Son siempre secantes.
(X1 Si @ = —1, paralelos. En los demds casos, secantes.
[1Si a = |, paralelos. En los demds casos, secantes.

(1 Son siempre paralelos.

B Un plano m determina sobre la parte positiva de los
ejes X, Y, Z tres segmentos de longitudes 2,3 y 4 m,
respectivamente. Si la recta r es la del ejercicio anterior,
para el caso a = 2, halla el punto donde se cortan Ty r

XIA(4,—6,4)
QB(1,2,3)

QC@2.-3,2)
QD(0,0,-5)

[N Considera la recta:

y el siguiente plano:
n=2x+4y+4z=5

Estudia la posicion relativadery m

[ Son coincidentes.

[ Son secantes.

[X] Son paralelos.

(1 Ninguno de los anteriores.

L[} Considera la recta:

y el siguiente plano:
m=2x+4y+4z=5

Calcula la ecuacion implicita de un plano &, que es per-
pendicular a Ty contiene a r

Ax+y+z=0
XI12x-z=5
d2x+y-z=2

(A3x+2y—-5z=9



Ejercicios y problemas propuestos

1. Rectas en el espacio

[EZ3 Halla las ecuaciones paramétricas de una recta deter-
minada por el punto A(2, -3, 5) y el vector v(4, —1, 0)

Solucion:

x= 2+4t
y=-3- t;teR
z= 5

[EX] Halla la ecuacién continua de un recta determinada por
los puntos A(3, I, —4) y B(4, -2, I)

Solucion:
AB(1,-3,5)
oyl _z+4
x—3 3 5

[EZ] Dada la recta siguiente:

x—y+3z=4
x—y+ z=2

r

encuentra un punto y un vector director de la recta.

Solucion:

Se resuelve el sistema:

x=1+y

z=|

y se hallan dos soluciones particulares y el vector director:
A(l,0,1)

B(2,1,1)

AB(1, 1,0)

5] Dada la recta siguiente:

a) Escribe sus ecuaciones paramétricas.

b) Escribe sus ecuaciones implicitas.

Solucion:
a) A(0,-2, 1)
7(3,I,—I)
X = 3t
y=-2+ t;teR
z= |-t

b)§=y+2=>x—3y=6
y+2=%:>y+z=—l

Las ecuaciones implicitas son:

x-3y = 6
ytz=-|

EX] Dada la recta siguiente:
r=xyz)=3,-2,-1)+ (=2, 1,9tte R
escribe las ecuaciones implicitas de dicha recta.

Solucion:

Se escribe la ecuacién continua:

x—3 z+ |

) —y+2— 4

X__23 =y+2=>x+2y=—1
+

y+2=%:4y—z=—7

Las ecuaciones implicitas son:

x+ 2y =—|
4y-z=-7

Determina si los puntos
A(2,1,0)y B(3,-3,1)

estdn en la recta siguiente:

r

&x+y+ z=4
x+ty+2z=2

Solucién:
Se sustituyen las coordenadas en las ecuaciones:

{2-2+|+o=5¢4

2+1+0=322 NET

2. Planos en el espacio

X Halla las ecuaciones paramétricas y general del plano
determinado por el punto
A(1,0-2)
y los vectores

u@3,-2,2) y v(l,2,-4)

Solucion:

Ecuaciones paramétricas:

x= | +30A+
y= —=2A+2u; Lpue R
z=-2+20—-4u
Ecuacién general:
x— | y z+2
3 -2 2 |=0
I 2 -4

2x+ 7y + 4z =—6

6. Espacio afin



E&] El punto A(2, — 1, —1) es el pie de la perpendicular tra-
zada desde el origen de coordenadas a un plano. Halla
la ecuacién de dicho plano.

Solucion:

0(0,0,0)

AR2,-1,-1)

n=0AQR—-1,-1)

El plano es:
2x=2)—-(y+1)—-(@z+1)=0
2x—y—-z=6

K[ Halla las ecuaciones paramétricas de un plano que pasa
por los puntos A(l, —1,-2) y B(3, I, 1), y es perpendi-
cular al plano siguiente:

T=x—-2y+3z=5

Solucion:

Si es perpendicular al plano &, un vector normal de este
plano es paralelo al plano buscado:

n(l,-2,3)

AB(2,2,3)

Las ecuaciones paramétricas del plano buscado son:
x= |+ A+2u
y=—1-21+2u; L, pe R
z=-2+31+3u

Kl Halla la ecuaciéon del plano que pasa por los puntos
A(l, 1, 1), B(O,—-1,2)y C(2, 3,-1)

Solucién:
AB(-1,-2,1)
AC(1,2,-2)
x=1 y—-1 z-1|
-1 -2 I |=0=2x-y=1
I 2 -2

k3 Halla la ecuacién de un plano que pasa por el punto
A3, -2, -7) y es paralelo al plano siguiente:

n=2x-3z+5=0

Solucion:

Si el plano buscado es paralelo al plano =, sus vectores
normales son iguales.

7(2,0,-3)
2x-3)-3(z+7)=0
2 —3z=27

[EX] Halla la ecuacién del plano que pasa por el origen de
coordenadas y es perpendicular a la recta siguiente:

2x— y+3z=1
x+2y+ z=0

r

Blogue Il. Geometria

Solucion:

. .z s .
El vector de direccién v de la recta es perpendicular a los
vectores normales de los planos de las ecuaciones impli-
citas, es decir:

i
V=12 = (=7,1,5) || (7,—1,-5)
|

—_w R

J
-1
2
. - .
El vector director v es normal al plano buscado, es decir,
- —
n=yv

Luego 7x —y -5z =0

3. Posiciones relativas de rectas
y de rectas y planos

K] Dadas las rectas:

x=1+A x= n
r=qy= AsAe R s=qy=2+2u; ne R
z= =\ z=0

estudia su posicion relativa.

Solucion:

Recta r: A(1,0,0),u(l, I,-1)
Recta s: B(0,2,0), v(l,2,0)
AB(~1,2,0)

-1 2 0

| 1 —1|=-4%0
Il 2 0

Los vectores son linealmente independientes.

Las rectas se cruzan.

[EJdl Dadas las rectas:

x= 1+t
r=sqy= t; teR
z=—-1-t
<= x+ty +2=0
Tlx —z+1=0
estudia su posicién relativa.
Solucion:
Recta r: A(1,0,—1),u(l, I,—-1)
Recta s:
y=—-x-2 _ . E
{z— ot | = B(0,-2,1),C(1,-3,2) = BC(l,—1,1)
AB(-1,-2,2)
-1 -2 2

I I —-11=0
I -1 I

- o
Como u y Vv no son paralelos, las rectas se cortan.



B[] Estudia la posicion relativa de las siguientes rectas:

+ _ x= -t
rE{X y ; S= y=—|+t; te R
y—z=1| _
zZ= t
Solucion:
Recta r:
{;::{ = A(2,0,—1),B(I, 1,0) = AB(-1, 1, 1)
Recta s: C(1,—1,0),u(=1,1,1)

Los dos vectores de direccion son el mismo; luego las rec-
tas pueden ser paralelas o coincidentes.

—
Como AC(—1,—1, 1) no es paralelo a los vectores de direc-
cion, las rectas son paralelas.

K4 Halla la posicion relativa de la recta y del plano si-
guientes:

-1 -t
—t;te R, m=2x-3y+z+1=0
2t

X
r=4y
z

Solucion:

V(=1,-1,2)

n2,-3,1)
V-n=-2+3+2=320

La recta y el plano se cortan.

[Ef Estudia la posicién relativa del plano y de la recta

siguientes:
n=2x-3z+7=0
_x+l _y-2 z+3
T3 T 4 T2
Solucioén:
n(2,0,-3)
v(3,4,2)

V-n=6+0-6=0
La recta es paralela al plano o esta contenida en él.
A-1,2,-3)er
Se comprueba si pertenece al plano:
2:(-1)-3:-(-3)+7=14%#0
Agn
Luego la recta es paralela al plano.

[Eit]] Dadas las rectas siguientes:

_x—I_l_z—m
A T T
+

szL=L—Z |
2 m 2

ipara qué valor de m estan las rectas r y s contenidas en
un mismo plano?

Solucion:
Recta r: A(1, 0, m), U(3, 2,—1)

Recta s: B(0,0,—1), 7(2, m, 2)
AB(-1,0,—1 —m)

-1 0 —-l-m
3 2 -1 =0=3m*=0=>m=0
2 m 2

Para m = 0, las rectas son paralelas o coincidentes.

Como los vectores de direccion no son paralelos, las rec-
tas se cortan y estan en un mismo plano.

4. Posiciones relativas de planos

[E[Y] Determina la posicién relativa de los planos:
m=2x+5=0
m,=3x+3y—-4=0

Solucion:

2 0
_i_

373 = Los planos son secantes.

[Eil] Determina la posicién relativa de los planos siguientes
segun el valor del parametro k:

m=x+ty+z=0
m=kx+y+kz=0

Solucion:
| | |
—=—=—=k=1
k | k
Si k = I, los dos planos son coincidentes.

Si k # |, los dos planos son secantes.

K23 Determina la posicién relativa de los planos siguientes:
m=x+ty+3z=5
m,=3x+3y+2z=8

m,=z= |
Solucién:
I 1 3
3 3 2(=0
0 0 |
Como las filas no son proporcionales, R(C) = 2
I I 3 5
R[3 3 2 8|3-12-2° =
o o I 1
I I 3 5
=RI0O 0 7 7(=7-3* =
o o I 1
_of! I 3 5
“Rlo o 1

R(C) = R(A) = 2. Como los planos no tienen sus coeficien-
tes proporcionales, se cortan en una recta.
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[EX] Se consideran los planos siguientes:
T =x+my+z=0
m,=2x—-3y+z-5=0
My=x+y—-2z—-15=0
Determina el valor de m, de forma que los tres planos
se corten en una recta.

Solucion:
Para que se corten en una recta, R(C) = R(A) = 2

I m |
2 -3 |=0=>5m+I10=0=>m=-2
[
Para m = —2,R(C) = 2, porque las tres filas no son propor-
cionales.
I -2 1 0
Rl[2 -3 I 5[22-2-12=
I 1 -2 15/32~"
I -2 1 0
=R[O I -1 5 =
0 3 -3 15/ =322

LI

Para ampliar
E Dada la recta siguiente:

x—y+ z=1
x+y—-2z=0

halla las ecuaciones pardmetricas de dicha recta.

r

Solucion:
z+|  3z-1|

Se resuelve el sistema: x = 7 YT

Dos soluciones particulares:
A(l, 1, 1), B(2,4,3), AB(l,3,2)

x=1+ t
y=1+3t;te R
z=1+2t

ELJ Halla la ecuacién continua de una recta que pasa
por el origen de coordenadas y es paralela a la recta
siguiente:

, {x— y+2z+1=0

x+3y— z+2=0

Solucién:
Un vector director de la recta paralela a r es:

(1,-1,2) = (1,3,—1) = (=5, 3, 4)

iz o2 W %
La ecuacion es: 53734
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R(C) =RA) =2
Como los coeficientes de los planos no son proporciona-
les, se cortan en una recta.

[ELY Dados los planos siguientes:
m=x—-2y+3z=4
m=2x+ty+z+1=0
m,=x—-2y+3z=0

Halla la posicién relativa de los tres planos.

Solucion:

I -2 3

2 | | =0

I -2 3|=12

| -2 3 4 I -2 3 4
R[ 2 | I -1|=R[0O 5 -5 -9
I -2 3 0 0O 0 0 4
R(C) =2,R(A) =3

Los coeficientes de las variables del primer y tercer planos
son iguales; por tanto, estos son paralelos y el segundo es
secante a ambos.

Halla la ecuacién del plano determinado por los vec-
tores
u(-1,2,0),v(1,3,5)

y el punto P(-1,0, 1)

Solucion:
x+1 y z-|
—1 2 0 (=0
| 3 5

2x+y—-z+3=0

[ELJ Halla las ecuaciones paramétricas de un plano que es
b d .
paralelo al vector u(l, 2, 3) y que contiene a la recta

que pasa por el punto P(l, I, 1) y es paralela al vector
v(l, 1,0
Solucion:
x=1+ A+
y=1+2A+p; A,pue R
z=1+4+3A+p

[EL] Determina la ecuacién del plano que es perpendicular
al vector V(l, 2, 3) y que pasa por el punto P(l, I, 1)

Solucion:
x—1+2(y-1)+3@z-1)=0
x+2y+3z=6



[E[J Dado el segmento AB, cuyos puntos extremos son
A(l, 0, 0) y B(3, —4, 4), halla la ecuacion del plano que
es perpendicular a él y pasa por su punto medio.

» B(3,-4,4)

A(1,0,0)

Solucién:
Vector normal al plano: AB(2,-4,4) || (1,-2.2)
Punto medio del segmento: M(2,-2, 2)

Ecuacién:
x—-2-2(y+2)+2(z-2)=0
x—2y+2z=10

5l Obtén la ecuacion del plano que contiene a los puntos
A2, 1,0),B0O, I, 1)y C(1,0, 1)

Solucion:
AB(=2,0, 1) || (2,0,1)
AC(=1,=1, 1) || (1, 1,=1)
x—-2 y-|I y4

2 0 -I[=0

I I -1
x+ty+2z=3

[Ef3 Halla la ecuacién del plano que pasa por el punto
P(1, 0, —1) y que contiene a la recta siguiente:

_x+y =0
r‘{ z-1=0

Solucion:
Se resuelve el sistema:

x+y =0 X=-y
{ z—|=0:{z=l

A(0,0, 1), B(1,—1,1)

,
Il

AB(1,-1,0)
AP(1,0,-2)

X y z-—|
- 0 [=0
I 0 -2
2x+2y+z=|

g Halla la ecuacién del plano que pasa por el punto
P(1, 0, —1) y es perpendicular al plano:

x—y+2z +1=0

y paralelo a la recta:

Solucion:

Un punto del plano: P(1,0,—1)

El vector normal al plano dado es paralelo al plano bus-
— -

cado:u = n(l,-1,2)

El vector director V de la recta r es un vector director del

plano buscado.

La ecuacion de la recta:

x =2t
r=3y=t ;te R

z=0
v(2,1,0)
La ecuacion del plano buscado:
x—1 y z+l

I 2 (=0

2 I 0
2x—4y-3z=5

L] Halla la ecuacién del plano m que pasa por el punto
P(1, -2, 0) y es perpendicular a la recta:

, x+y =0
y—3z+2=0

Solucién:
El vector director de la recta es perpendicular al plano:

(1,1,0)x (0, 1,-3) = (=3,3, 1) || B,=-3,=1)
Punto: P(1,-2,0)
La ecuacién del plano es:
3x—-1)-3(y+2)—z=0
3x-3y-z=9

[Efdl Sean las dos rectas siguientes:

ox+2 _y—-1 _z+|
=73 T 2 T
_x—I_y—3_£
ST T 2 T3

Halla la ecuacion de un plano que pase por la recta ry
sea paralelo a la recta s

Solucioén:
El vector normal al plano es perpendicular a los vectores
de direccién de las rectas:

n=3,2-1)x(=2,-23) = (4,-7,-2)
Punto: P(-2, |,—1)
La ecuacion del plano es:
4x+2)-7(y-1)-2(z+1)=0
4x-T7y—-2z+13=0

[ Dadas las rectas:

estudia su posicion relativa.
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Solucion:
Recta r: A(0,0,0),u(l, I, 1)

Recta s: B(1, 2, 0), V(I ,2,2)

AB(1,2,0)

Il 2 0

I 1 1|=-=2%0
| 2 2

Las rectas se cruzan.

Estudia la posicion relativa de las siguientes rectas segiin
los valores del parametro a:

x=1+t X= a+2t
r=1y=2-t;teR; s=1y= 3+ t;teR
z= t z=2a+ t
Solucion:
Recta r: A(1,2,0),u(l,—1,1)
Recta s: B(a, 3,2a), V(2, I, )

—
AB(a -1, I,2a)

Como los vectores de direccion de r y s no son paralelos,
las rectas se cortan o se cruzan.

Se estudia el rango de la matriz:

a-—| | 2a
M= | —1 l|= M| =4a+3
2 | |

3
4a+3=0 =——
a =a 4
ig=->
Sia= 4
R(M) = 2, porque las dos ultimas filas no son proporcio-

nales.

=
El vector AB es linealmente dependiente de U y V. Las rec-
tas se cortan.

3
Sia# —z, las rectas se cruzan.

£ Dados el plano y la recta siguientes:

x—z=3
n=x+2=0;r=

y=0
a) Determina su posicion relativa.

b) Calcula, si existe, el punto P interseccion de wy r

Solucién:
a) Vector normal al plano

n(1,0,0)
Vector director de r:
v =(1,0,-1)= (0,1,0) = (1,0, I)
n-v=(,00"(,01)=1=%0
El plano y la recta no son paralelos.

La recta y el plano se cortan en un punto.

Blogue Il. Geometria

b) Con la recta r dada por sus ecuaciones implicitas, la
forma mas rapida de hallar el punto de interseccion es
resolver el sistema formado por los planos de las rectas
y el otro plano:

2x +4=0

x -z =3;=>x=-2,y=0,z=-5
y =0

P(-2,0,-5)

i) Estudia la posicion relativa del plano y de la recta
siguientes:
-1=0
+5z+7=0

n=x-3y—-z+6=0; rE{ZX_Sy
X

Solucién:
Vector normal al plano m: A(l,-3,~1)

Vector director de la recta r:

v =(2,-5,0)= (1,0,5) = (=25,-10,5) || (5,2,-1)
v-n=(52-1)-(,-3,-1)=0

Los vectores son perpendiculares.

La recta puede ser paralela al plano o estar en el plano.
Resolviendo el sistema de ecuaciones que definen r:
x=-5z-7

y=-2z-3

A(-7,-3,0)

n=x-3y-z+6=0
—-7-3(-3)+6=820=>Ae¢nmn

La recta es paralela al plano.

([ Determina la posicién relativa de los planos siguientes:
m=xty+tz=4
mn,=x—-z=0
m;=x+y=3

Solucién:
Se estudia el R(C):

o
Icl={1 0 —1|=1%0
I 1 0

R(C) = R(A) = 3

Los planos se cortan en un punto.

[l Para cada valor del pardametro real a, se consideran los
tres planos siguientes:

m=x+tytaz=-2
m=x+tay+z=-|
My=ax+y+z=3
a) Calcula los valores de a para los cuales los tres pla-
nos anteriores tienen una recta en comun.

b) Para los valores de a calculados, halla unas ecuacio-
nes cartesianas de dicha recta comun.



Solucioén:
a) Se calcula:
| | a
[Cl=(1 a I|=-a+3a-2
a |
@-3a+2=0=a=1l,a=-2

Se estudian los valores que son raices de |C| =0

e Para a = |, se tiene:
| | I -2

Rl I | I —1| = R(C)=1I,RA) =2
| | | 3

Los tres planos son paralelos.

e Para a = —2, se tiene:

| I -2 -2
Rl | -2 I =1]12=2 =
-2 | | 3/2-12+22
| | -2 =2
o 33 Ci| =Ry )2
0 3 -3 -I/=32

Se tiene que R(C) = R(A) = 2y, por tanto, el sistema es
compatible indeterminado.

Como los coeficientes de las variables de los tres pla-
nos no son proporcionales, se cortan en una recta.

b) Las ecuaciones cartesianas son las implicitas, es decir,
las dadas por dos planos. Sustituimos @ = —2 en las dos
primeras ecuaciones:

x+ty-2z=-2

x—2y+z=-|

Vemos que estos dos planos definen la recta porque no
son el mismo, y no son paralelos.

Problemas

[ Se consideran la recta y el plano siguientes en funcion
del parametro real m:

3 x+(l+my+ z=0
=1 @+ mx- y-2z=0
T=3x—z=m
a) Estudia la posicion relativa de la recta y el plano se-
gun los valores del parametro m

b) Para m = |, determina el punto de interseccion de la
recta y el plano.
Solucién:
a) Vector director de la recta r:
v=(L1+m1)x2+m—-1,-2)=
=(-2m—l,m+ 4,-m*-3m-3)
Vector normal al plano
n(3,0,-1)

[Z3 Dados los tres planos siguientes:
m=xt+ty+tz=1
m=x—y+z=12
m;=3x+y+3z=5
Estudia la posicidn relativa y contesta a las siguientes
preguntas:
a) ;Se cortan m, y m,!

b) ¢Hay algin punto que pertenezca a los tres planos?

Solucion:
9 Lat

Los planos son secantes.

Como hay dos filas que no son proporcionales, R(C) = 2
[

|
R[I -1 | 2| 12-22 =
3 | 3 5/3-12-32
| | | |
=RI0 2 0 -I =
0O 2 0 -2/3-2
| | | |
=R[0O 2 0 -I
0 0 O |

R(€)=2yR(A) =3

Como las coordenadas de las variables de los puntos
no son proporcionales, se cortan dos a dos formando
una superficie prismatica.

Luego no hay ninglin punto en comun a los tres planos.

Se estudia el producto escalar:

V-n=(2m-1l,m+4,-m-3m-3)-(3,0,—1) =
=m?-3m

* Sim#0ym#3,larectay el plano se cortan.

* Sim =0, los vectores son perpendiculares y la recta
es paralela al plano o esta en el plano.

Se toma un punto de la recta y se comprueba si esta

en el plano:

) x+y+ z=0
"=12x-y-2z=0
-z - 4
=3T3
A(l,-4,3)

n=3x-z=0
31 —-3=0= El punto esta en el plano; luego la recta
también estd en el plano.
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* Sim = 3, los vectores son perpendiculares y la recta
es paralela al plano o esta en el plano.

Se toma un punto de la recta y se comprueba si esta

en el plano:

) x+4y+ z=0
"=15x- y-2z=0
5Z po5Z
=3 V73
B(l,-1,3)

nT=3x—2z=3
3:1-3=0#23=ElpuntoB¢ =«
La recta es paralela al plano.

b) Se resuelve el sistema formado por los tres planos:

-+ =
x+2y+ Z_O 3 5 7
3Xx— y-2z=0r=>x=—y=—7,z=—
- 2 2 2
3x - z=|
3 57
P(T‘Ti)
L] Sean la recta y el plano siguientes:

o x+y -1=0
T x+ z+1=0
n=x+my—-z-3=0

a) Halla el valor del parametro m para el que la recta
sea paralela al plano.

b) Razona si hay algin valor de m para el que la recta
esté contenida en el plano.

Solucion:

a) Vector director de la recta r:

v=(1,1,00=(1,0,1)=(I,-1,-1)
Vector normal al plano
ﬁ(l,m,—l)
Se estudia el producto escalar:
v-n=(L,-L,=-)-(I,m-1)=2-m

2-m=0=m=2
* Param #2 larectay el plano se cortan.

* Para m = 2 los vectores son perpendiculares y la
recta es paralela al plano o estd en el plano.

b) Para ver si la recta esta en el plano, se toma un punto
de la recta y se sustituye en el plano:

r= x+y —|=0:> y= | —-x
X +z+1=0 z=—|-x

A@©, I,-1)

n=x+2y-z-3=0

0+2-1-1I(-1)-3=0

El punto esta en el plano.

La recta esta contenida en el plano.

Blogue Il. Geometria

& Determina, en funcién de los distintos valores de m, la
posicidn relativa de los planos siguientes:

m=mx+y—z=|
m=x—y+z=4

T=Exty+mz=m

Solucion:
m | -l
I ={1 -1 l|=-m"-2m-|
| I m
m+2m+1=0=>m=-1
* Param=#—1I,R(C) =R(A) =3
Los planos se cortan en un punto.
e Param=-—1I
—1 I =1 | -1 [
R I -1 I 4f12+22=R| 0 0 O 5
| I =1 =1 12+3 0 2 -2 0
R(C) = 2 y R(A) = 3 = Sistema incompatible.
Como las coordenadas de los coeficientes de x, y, z

del primer y segundo plano son proporcionales, los dos
planos son paralelos.

El tercer plano corta a los dos paralelos.

[ Dados el plano y la recta siguientes:
n=x+y+z=0

x= |+t
r=qy= 2-t;teR
z=—4+1t

que se cortan en un punto A, halla la ecuacién de la recta
que pasa por Ay B(2,2, 3)

Solucién:
Se obtiene el punto A sustituyendo las coordenadas gené-
ricas de un punto de la recta en el plano:

| +t+2-t-4+t=0

t—1=0

t=1

El punto A es:

A2, 1,-3)

Vector director de la recta:

AB(0, 1, 6)

Las ecuaciones de la recta pedida son:
x= 2
y= I+ t;teR
z=-3+6t

[Zd Dados el punto P(2, 1, 0) y la recta siguiente:
-2
r=x= )'__2 =z+2
calcula la ecuacién del plano que pasa por Py es per-
pendicular a r



Solucioén:
El vector normal al plano es:

n(l,-2,1)
La ecuacion del plano es:
x—2-2(y-1)+z=0

x—2y+z=0
{4 Dados los puntos A(l, I, —1), B(2, 2, 3) y la recta si-
guiente:
_x-l_y=2_z
T2 T 2 T
a) Halla la ecuacion del plano 1t paralelo a r y que pasa
porAyB

b) Razona la existencia o no de un plano perpendicular
a r que pasa por Ay B. En caso afirmativo, da su ecua-
cion.

Solucion:
a) El plano w buscado cumple:

. /rB(I, I, 4) es un vector director del plano.

* El vector director de la recta V(2,2,-1) es otro vec-
tor director del plano.

* El punto A(l, I,—1) es un punto del plano.
Un vector normal al plano sera:
ABxV = (L, 1,4 =2,2-1)=(=990) || (1-1,0)
La ecuacion del plano sera:
x—1l—-y+1=0
x—y=0
b) Si el plano es perpendicular a r, el vector director de r
es normal al plano. Dicho vector debe ser perpendicu-
lar al vector AB
. AB(I, 1,4)
* V(2,2,-1) director de r que es normal al plano.
/TB)'7=(I, ,4)-(2,2,-1)=2+2-4=0
Luego ABLV
Sea el punto A(l, I,—1) del plano.
La ecuacién del plano sera:
2x— 1)+ 2(y—-1)—-(z+1)=0
2x+2y—z-5=0

L] Si existe, calcula el punto de interseccion entre la
. . -
recta r definida por el vector v(—4, 2, |) y el punto
A(l, =3, 2) y el plano siguiente:

T=x+2y—-z=-3

Solucion:
Las ecuaciones paramétricas de la recta son:

x= | -4t
y=-3+2t;te R
z= 2+t

Se sustituye un punto genérico de la recta en el plano:
| —4t+2(-3+2t)—-(2+1t)=-3

t=—4

El punto buscado es: P(17,—11,-2)

(] Se considera el plano:
n=3x+tay+z=6
a) Determina el valor del parametro a para que la rec-
ta r, que pasa por el punto A(l, I,2) y es perpendicu-
lar a dicho plano, sea paralela al plano ' =x—y =3

b) Escribe las ecuaciones paramétricas de dicha recta.

Solucién:
. - .z
a) Se halla el vector director v de la recta r en funcion del
parametro a:

r es perpendicular amt = v(3,4, 1)

- .
Por otra parte, r es paralela a t’ = v es perpendicular
al vector normal de 1t’, es decir,

B,a,1):(1,-1,00=0
3-a=0
a=3
Para a = 3, se cumplen las condiciones del problema.
b) v(3,3, 1)
Las ecuaciones paramétricas son:
x=1+3t

y=1+3t;te R
z=2+ t

Estudia la posicidn relativa de las rectas siguientes:

o 2x + Z=9's= x+ y =0
B y =17 |-x+2y+2z=5

Halla el plano que contiene a r y es paralelo a s

Solucion:
Se halla un punto y un vector director de cada recta.

{z=9—2x
=
y=1

Recta r:

{2x+ z
r= _
4

A@,1,9)
B(I,1,7)

U =AB(1,0,-2)

Recta s:

1n
— 90

S

xry 20 T
—x+2y+2z=5 z= _2y

1,11
D(1,-1,4)
v =0CD(2,-2,3)
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— —
Como u no es paralelo a v, las rectas se cortan o se cruzan.

Se estudia el rango de la matriz formada por los vectores
—
AC(-1,0,-8),u y v:

-1 0 -8
I 0 -2(=20%0
2 -2 3

Las rectas se cruzan.

Plano que contiene a r y es paralelo a s

El vector normal es:
Uxv=(,0,-2)x(2,-23)=(-4,-7,-2) || 4.7,2)
La ecuacion del plano es:

A, 1,9)

4x+7(y—-1)+2(z-9)=0

4x + 7y +2z=125

Dados el plano
B=x+y+z-3=0
y la recta
r=—x=y—1=-z
a) Determina la interseccién P del plano By la recta r

b) Calcula el plano © que pasa por P y es paralelo al
plano
oa=x—-2y+3z+1=0
c) Sea s la recta en que se cortan los planos  y . Da
la ecuacidn general del plano v, determinado por las
rectasrys

Solucién:
a) Las ecuaciones paramétricas de r son:

xX=-t
y=l+t;teR
z=-t

Para hallar la interseccién de r y B, se sustituye un
punto genérico de r en [3:

—t+ | +t-t-3=0=t=-2
El punto es: P(2,-1,2)

b) P(2,—1,2)
Vector normal: ﬁ( 1,-2,3)
x—2-2(y+1)+3(z-2)=0
nt=x—-2y+3z=10

c) Primero se halla la recta s, que es interseccién de Ty 3
La recta s pasa por P(2,-1,2).
El vector de direccion es:

v=(,1,1)x(1,-2,3)=(5-2,-3)

En segundo lugar, se halla el plano v
El plano pasa por P(2,—1,2)

El vector normal se obtiene del producto vectorial de
los vectores directores de ry s:

A=(=1,1,-1)x(5-2-3) = (-5,-8,-3) || (5,8,3)

Blogue Il. Geometria

La ecuacion del plano es:
5x-2)+8(y+1)+3(z-2)=0
5x+8y+3z=8

EEJ Encuentra el punto de interseccion de la recta:

x=1+t
r={y=2-t;teR
z=1t

con el plano T perpendicular a r que pasa por el origen
de coordenadas.

Solucion:

Vector de direccion de r:
v(l,=1,1)

Vector normal del plano 1 que es perpendicular a r:
-
n(l,—1,1)

Como T pasa por el origen, su ecuacién es:
n=x—-y+z=0
La intersecciéon de ry T es:
l+t—-2-t)+t=0
3t—1=0

|

3
KLY Calcula el valor de a sabiendo que los planos

w|—

45
El punto de corte es: A 33

m=ax+ y— 7z=-5
m,= x+2y+adz= 8

se cortan en una recta que pasa por el punto A(0, 2, 1)
pero no pasa por el punto B(6,—-3,2)

Solucion:
El punto A(0, 2, |) debe pertenecer a los dos planos:

m=ax+ty-7z=-5=2-7=-5
m=x+2y+dz=8=4+a*=8=a=1=2

Para a = 2, la recta intersecciéon de los planos tiene por
ecuaciones:

r= 2x+ y—7z=-5
T | x+2y+4z= 8

Se estudia si B pertenece a esta recta:

{ 2:6-3-7-2=-5

6+2(3)+4-2= 8 PET

Para a = —2, la recta interseccion de los planos tiene por
ecuaciones:
= -2x+ y—-7z=-5
a x+2y+4z= 8



Se estudia si B pertenece a esta recta:

{—2-6—3—7-2¢—5

6-3-2+44-2= 8 D'

Luego el valor pedido es a = —2

&l Dados los planos:
n=2x—-y+3z+1=0
n=3x+2y-z+2=0

y el punto P(—1, 3,2), halla la ecuacién de una recta r que,
pasando por P, sea paralela a los planos t y '

Solucién:
El vector de direccion de la recta r es perpendicular a los
vectores normales de los planos dados:

Vv=n=n' =2,-1,3)=(3,2,-1)=(-511,7)
La ecuacion de la recta es:

x=—1- 5t
y= 3+llt;teR
z= 2+ Tt

Sean los puntos A(2, 0, 0), B(O, I, 0) y C(0, 0, 3)

a) Determina la ecuacion del plano 7 que contiene a los
tres puntos.

b) Calcula la ecuacién de la recta r perpendicular al pla-
no Ty que pasa por el origen.

Solucién:
a) A(2,0,0),AB(-2, I,0),AC(-2,0, 3)
x—2 'y z
-2 | 0|=0
-2 0 3
3x+6y+2z=6
b) Como r es perpendicular a 1t
vV =n(36,2)
x =3t
la ecuacién es:iy = 6t; te R
z=12t

Para profundizar

Calcula alguna recta que sea paralela al plano de ecuacién
x=2y+z=1|

y que también sea paralela al plano que pasa por los

puntos de coordenadas A(2,0, I),B(0,2, ) y C(I,-1, 0)

Solucion:
Se halla la ecuacion del segundo plano y se estudia la posi-
cién relativa de ambos.

U =AB(-2,2,0) || (1,-1,0)
V=AC1=1=1) ]| (1, 1,1)

La ecuacién del segundo plano es:
x—2 y z-|
I -1 0 |=0
I | I
x+y—-2z=0

x+ y—2z =0

Luego setiene:ss{x_zy.,_ z—1=0

Como los coeficientes no son proporcionales, los planos
se cortan en una recta.

Si hallamos una recta paralela a s y que pase por un punto
que no pertenezca a hinguno de los dos planos, la recta
serd paralela a los planos.

El vector director de la recta s es:
i j k
w=I[l 1 =2[=(3-3,=-3)| (I, 1,1)
I -2 |
Se toma un punto que no esté en ninguno de los dos pla-
nos, por ejemplo (2,0, 0). La ecuacién de la recta pedida es:

X—2=y=z

L Dadas las rectas siguientes:
r=(x,y,z) = (3,-4,0) +a(2,-3,-2); ae R
s=(xy2)=(-7,1,2) +b4,-1,0; be R
a) Comprueba que las rectas se cortan en un punto.

b) Halla la ecuacién general del plano que determinan.

Solucion:

a) AB(-10,5,2)
U(2,-3,-2)
V(4,-1,0)

10 5 2
2 -3 -2[=0
4 -1 0

Como los vectores directores no son proporcionales,
el rango es 2

Las rectas se cortan en un punto.
b) El plano que determinan es:
x—3 y+t4 z
2 -3 -2(=0
4 -1 0

x+4-5z+13=0

L] Sean las rectas:

0 g x=1+A
r=x—2=yT= _2;55 y=2-A;Ae R
z= 2\

a) Halla el valor de k para que ry s sean coplanarias.

b) Para el valor anterior de k, halla la ecuacién del plano
que contiene a ambas rectas.

6. Espacio afin



Solucion:
a) A2, 1,-1)er, B(1,2,0) e s

AB(=1,1,1)
u(l,k,—2)
v(l,-1,2)

s

. -
Para que las rectas sean coplanarias, los vectores AB, u
- .
y v deben ser dependientes.

— | I I
Il k -2(=0=-3k-3=0=k=-1

I -1 2
b) u(l,-1,-2),v(l,-1,2),A(2, 1, 1)
x=2 y-1 z+]|
I -1 -2 (=0
I -1 2
x+y=3
K[ Sea la recta:
x—| _y _z+1
r= ===
3 2 -l

a) Determina la ecuaciéon del plano m, que es perpen-
dicular a la recta r y que pasa por P(1, 2, 3)

b) Determina la ecuacién del plano 1, que es paralelo
a la recta r y que pasa por los puntos P(l, 2, 3) y

Q(-1,0,2)

c) Sea la recta s, en la que se cortan los planos 1T, y T,.

Determina de forma razonada la posicion relativa de
las rectasry s

Solucion:
a) El plano T, tiene como vector normal al vector de di-
reccion de la recta r

n=u@3,2-1)
3x-1)+2(y-2)-(z-3)=0
m=3x+2y—z=4
b) El vector de direccién de ry el vector FTQ> son vectores
directores del plano.
uE3,2,-1)
PO-2-2,-1) [ (22,1)

x—1 y-2 z-3
3 2 -1 (=0
2 2 I
m,=4x-5y+2z=0
c) Rectar:
A(1,0,-1)
u@3,2,-1)
Recta s:
= z+20
s5{3)(+2y— z=4_ 23
4x -5y +2z=0 _2(5z+8)
Y==">93

Blogue Il. Geometria

B(1,2,3)
C(2, 12,26)
v = BC(l, 10,23)

Hay que estudiar el rango de la matriz formada por las
coordenadas de los vectores:

AB(0,2,4) || (0, 1,2)
iG3,2.-1)
v(1,10,23)

o I 2
3 2 -1[{=-14=%0
I 10 23

Los vectores son linealmente independientes.

Las rectas se cruzan.
K3l Demuestra que las rectas:
0
5

zZ=

\
Il
—N—
N <
1
o o
©
Il
——
x
|
Q
<
1

se cruzan, cualquiera que sea el valor del parametro a

Solucion:
e Rectar:

A(0,0,0)
u(1,0,0)
* Recta s:
X =ap
s=\y=H ;peR
z=5
B(0,0,5)
V(a 1,0)
AB(0,0, 5)
Se estudia el rango de la matriz formada por los vectores
AB,U y v
0 O
I 0
I

5
0| = 5 # 0 para cualquier valor de a
a 0

Luego las rectas se cruzan independientemente del valor
del pardmetro a

23 Determina para qué valores de a y b los planos:
m=2x—-y+3z-1=0
m,=x+2y—z+b=0
my=x+ay—6z+10=0

a) Tienen un solo punto en comun.
b) Pasan por una recta.

c) Se cortan dos a dos en tres rectas paralelas distintas.



Solucién:
Se estudia el sistema segtn los valores de ay b y se con-
testa a las preguntas:
2 -1 3
I 2 —1|=5a-35
I a -6
50-35=0=a=7
Para a #7,el R(C) = R(A) =3

El sistema es compatible determinado para cualquier valor
de b

e Sia=17:
2 -1 3 -1
R 1 2 -1 b|=
| 7 -6 10
| 7 -6 10
=R[2 -I 3 —lf2-12-22 =
| 2 -1 b/ 12-3:2
| 7 -6 10

=R|0 I5 -—I5 21 22:3 =
0 5 -5 [10-bf22:3-32

I 7 -6 10
=R|0O 5 -5 7
0O 0 0 b-3

Sib—-3=0=b=3

R(C) = R(A) =2
El sistema es compatible indeterminado.
* Sib#3:

R(C)=2yelRA)=3
El sistema es incompatible.

a) Se cortan en un punto para a # 7 y cualquier valor
de b

b) Sia =7y b = 3, los tres planos tienen una recta en
comun.

c)Sia=7yb #3,los planos se cortan dos a dos y
forman una superficie prismatica.

kX Sean las rectas siguientes:

r

X+ y+ Z=2's= kx—y—z= 1
x+2y-3z2=8""| x-y+z=-2

a) Determina el valor del parametro k para que las rec-
tas ry s se corten.

b) Halla el punto de corte de las rectas ry s para el valor
de k hallado anteriormente.

Solucion:

a) Las dos rectas estin definidas mediante dos planos cada
una. Si las rectas se cortan, los cuatro planos deben te-
ner un punto en comun, es decir, el rango de la matriz
ampliada del sistema formado por los cuatro planos
debe ser 3. Por tanto, el determinante de orden 4 de la
matriz ampliada debe ser cero:

L2
,'( _? j ?=0:>I6—8k=0:>k=2

[ I -2

b) Para k = 2 se resuelve el sistema:
x+ y+ z= 2
x+2y—3z= 8| 2:-1
2x— y— z I [2-12-32
X— y+ z=-2]1:-4:

x+ y+ z=2

y—4z=6
3y+3z=3|3::3
2y =4 y=2

x+2+z=2

2-4z=6
2+z=1 | z=-1

y=2
x+2-1= 2 (x=1

z=-—|

y= 2

La solucién es:

x=l,y=2z=-1

6. Espacio afin [131]
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Practica
KLl Representa los puntos A(3, 4, —1), B(-1, 2, 5).

Halla y representa la recta que determinan.

Solucién:

[ Ejercicio 88

| A := punto(3, 4, 1) => punto(3,4,-1)

| dibujar3d (A, {color = azul, tamarfio_punto = 8})

| B := punto(-1, 2,5) = punto(-1,2,5)

| dibujar3d (B, {color = verde, tamarfo_punto = 8})

| r =recta(A, B) = x-2-y+5=0N11-x-7-y+5-2=0
| dibujar3d(r, {color = rojo, anchura_linea = 2})

EY tablerol
WiRlS
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K Halla la ecuacién del plano que pasa por A(2, -3, 5)

y es perpendicular a la recta:

x+2y+ z=1
3x+2y+4z=0

Representa la recta y el plano.

Solucidn:

[ Ejercicio 89

| A := punto(2, -3,5) =» punto(2,-3,5)

| p=plano(x +2y+z=1) =» x+2.y+z-1=0

| qg=plano(3x + 2y + 4z =0) =» 3.x+2.y+4.2=0
[r=pNg=> {-x-6-y+4=0N3-x+2-y+4.2=0}
| dibujar3d (A, {color = rojo, tamarfio_punto = 8})

| dibujar3d(r, {color = azul, anchura_linea = 2})
[n=1[1,211x[3,2 4] = [6,-1,-4]

| o =plano(A, n) =» 6-x-y-4-2+5=0

| dibujar3d(o, {color = rosa})
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[E[J Halla la ecuacién del plano que pasa por los puntos
A, 2, 1), B2, 0, 5) y C(3, -1, 6). Represéntalo.

Solucidn:

[ Ejercicio 90

| A := punto(1, 2, 1) => punto(1,2,1)

| B := punto(2, 0, 5) => punto(2,0,5)

| C :=punto(3, -1,6) => punto(3,-1,6)

| dibujar3d(A, {color = azul, tamafio_punto = 8})

| dibujar3d(B, {color = cian, tamafio_punto = 8})

| dibujar3d(C, {color = magenta, tamafio_punto = 8})
| p = plano(A, B, C) =» 2-x+3-y+z-9=0

| dibujar3d(p, {color = rosa}) = tablero1

1 tablerol =
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Ll Estudia la posicién relativa de las siguientes rectas

y represéntalas:

oo Y=3 _z=2 x-5_y+5 _ z-1

-3 27 2 -5 -3
Solucién:
[ Ejercicio 91

| A = punto(2, 3, 2) = (2,3,2)

| u=[1,-3,2] = [1,-3,2]

| r=recta(A, u) =» -3.-x-y+9=0N-12-x+2.y+9-2=0

| dibujar3d(r, {color = azul, anchura_linea = 2})

| B = punto (5, -5, 1) =» (5,-5,1)

|v= [2, -5, -3] = [2,-5,-3]

| s =recta(B, v) =» -5.-x-2-y+15=0MN-20-x-17-y+15-2z=C
| dibujar3d(s, {color = verde, anchura_linea = 2})

| AB = vector(A, B) = [3,-8,-1]

3 -8 -1
1-3 2| =0
2 -5 -3

Los vectores uy v no son paralelos porque no
son proporcionales, las rectas son secantes.

| P=rNs = {(3,0,4)}
El punto de interseccion es P(3, 0,4)

| dibujar3d(P, {color = rojo, tamarfio_punto = 8})

e —————————————————
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EX Estudia la posicién relativa de los siguientes planos
y represéntalos:

T=x+y+52=3; T =2x—y+3z=1
Solucidn:

[ Ejercicio 92

| p=plano(x +y +5z2=3) =» x+y+5-2-3=0

| q=plano(2x -y +3z=1) = 2-x-y+3-2-1=0
Los coeficientes de x, y, z no son proprocionales,
los dos planos se cortan en una recta.

| dibujar3d(p, {color = azul})

| dibujar3d(q, {color = verde})

| r=pnq=> {7T-x-8-y+4=0MN5-x-4 -y+4.2=0}

| dibujar3d(r, {color = rojo, anchura_linea = 4})

ﬁ
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EBA Estudia la posicion relativa de los siguientes planos
y represéntalos:

T=x+3y—2z=15 ' =2x+06y—2z=1

Solucién:

[ Ejercicio 93

| p =plano(x + 3y - z=15) =» x+3-y-z-15=0

| q=plano(2x + 6y -2z=1) =» 2.x+6.y-2-2-1=0
Los coeficientes de x, y, z son proporcionales y
no lo son los términos independientes,
los dos planos son paralelos.

| dibujar3d(p, {color = rojo})

| dibujar3d(q, {color = azul})

tablerol
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ELY Estudia la posicién relativa de los siguientes planos
y represéntalos:

T=x+2y—2z=-3
T =x+7y—06z=-10
n'=2x—y+3z=1

6. Espacio afin [133]



Solucién:

[ Ejercicio 94

| o=plano(x + 2y — z=-3) =» x+2.y-z+3=0

| p =plano(x + 7y — 62 = —10) =>» x+7-y-6-z+10=0
| q=plano(2x -y +3z=1) = 2.x-y+3.-2-1=0

2 -1 3

1 2 -1
rango|1 7 -6| =» 2

(1 2 -1 -3 )
rango|1 7 -6 —-10| =» 2
2 -1 3 1

R(C) = R(A) =2y como no hay hay dos

planos coincidentes, los tres planos se

cortan en unarecta.

| dibujar3d(o, {color = amarillo})

| dibujar3d(p, {color = rosa})

| dibujar3d(q, {color = cian})

[r=oNp => {5-x+5.y+8=0N7 -x-y+8-2=0}
| dibujar3d(r, {color = rojo, anchura_linea = 4})

WiRIS
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il Estudia la posicidn relativa de los siguientes planos
y represéntalos:

T=3x—-2y+2z=38
T'=x+y—z=1
n'=-6x+4y—2z=7

Solucién:

[ Ejercicio 95

| o=plano(3x -2y +z=8) = 3.x-2.y+z-8=0

| p=plano(x+y-z=1) = x+y—-z-1=0

| q=plano(-6x+ 4y -2z =7) =» -6 .x+4.y-2.z-7=0

3 -2 1
rango| 1 1 -1| =» 2

-6 4 -2

3 -2 1 8
rangel 1 1 -1 1| = 3

-6 4 -27

R(C) =2, R(A) =3, los planos 1° y 3° son paralelos,
el 2° es secante alos otros dos.

| dibujar3d(o, {color = rojo})

| dibujar3d(p, {color = azul})

| dibujar3d(q, {color = verde})

Blogue Il. Geometria
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El Estudia la posicion relativa de los siguientes planos
y represéntalos:

T=3x+y—2z=38
T =x+2y+2z=9
n'=2x—y+3z=4

Solucién:

[ Ejercicio 96
| o=plano(3x +y—-z=8) =» 3.x+y-z-8=0
| p=plano(x +2y+z=9) =» x+2.y+z-9=0
| g=plano(2x -~y +3z=4) = 2-x-y+3-2-4=0
31 -1
rango(1 2 1 = 3
2 -1 3
31 -18
rango|1 2 1 9| = 3
2-1 3 4
R(C) = R(A) = 3, los tres planos se cortan en un punto
| dibujar3d(o, {color = rosa})
| dibujar3d(p, {color = amarillo})
| dibujar3d(q, {color = cian})
|[P=onNpnag= {(2,31)}
| dibujar3d(P, {color = rojo, tamafio_punto = 8})
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Ell Determina el valor de £ para que los siguientes pla-

Solucién:
nos se corten en una recta: e
Ejercicio 98
T=x+2y—z=-3 a)
, | v=[2, -5 4] = [2,-5,4]
' =x+ ky—6z=-10 In=12 4,41 = [2,4,4]
n'=2x—y+3z=1 |v-n =0
| A := punto(1, -5, =3) => punto(1,-5,-3)
Representa los tres planos para el valor de £ que he- | p = plano(2x + dy + 42 = 5) => 2.x+4.y+4.2-5=0
mos hallado. |2-1+4(-5) +4(-3) = -30
Larectay el plano son paralelos.
Solucién: | r=recta(A, v) = 5-x+2.-y+5=0N-7-x-2-y+z=0
. | dibujar3d(r, {color = rojo, anchura_linea = 4})
Ejercicio 97 | dibujar3d(p, {color = amarillo})
Para que se corten en unarecta, R(C) = R(A) =2 -
Para ello, hacemos que |C| = 0 y comprobamos los dos rangos. EJ tablerol (653
12 -1 EI WiRIS
=) i 5 [N o 3] (2]
resolver( 1 k -6 =o) = {{k=7}} [CID@e o= o@)s s s BB
2 -1 3

12 -1
rango| |1 7 -6 - 2
2 -1 3

((1 2 -1 -3 ))
rangol |1 7 -6 -10 - 2
2-13 1

| o=plano(x+ 2y - 2= -3) =» x+2.y-2+3=0

| p=plano(x + 7y - 6z = -10) =» x+7-y-6-z+10=0
| q=plano(2x -y +3z=1) =» 2.x-y+3.2-1=0

| dibujar3d(o, {color = rosa})

| dibujar3d(p, {color = amarillo})

| dibujar3d(q, {color = cian})

[r=oNp => {5 x+5.y+8=0N7-x-y+8-2=0}

| dibujar3d(r, {color = rojo, anchura_linea = 4}) -

o8

1 tablerol @. b)

WiRIS | A = punto(1, =5, =3) => (1,-5,-3)
ElEEERR =g s el |v=12,-5,4] = [2,-54]

| r=recta(A, v) => 5.x+2.y+5=0N-7-x-2.y+2=0
| dibujar3d(r, {color = cian, anchura_linea = 4} )

| p =plano(2x + 4y + 4z =5) =» 2.x+4.y+4.2-5=0
| dibujar3d (p, {color = azul})

x-1 y+5 z+3
2 -5 4 = -36-x+18-2+90
2 4 4

| g = plano(-36-x+18-2==-90) =» -2.x+z+5=0
| dibujar3d(q, {color = amarillo})

1 tablerol ==
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x—1 :y+5:z+3
-5 4

ELf Considera la recta: r=

yel plano m=2x+ 4y + 4z2=5

a) Estudia la posicién relativa de 7y 7

b) Calcula la ecuacién implicita de un plano , que
es perpendicular a Ty contiene a »

6. Espacio afin [135]



