Unidad 13.
Integral iIndefinida

1. Reglas de integracion

Piensa y calcula

Calcula:

a)y=x,y' = b)y' =3x, y=
c)y=cosx, y = d)y'=cosx, y=
Solucién:

a)y’ =5x* b) y = x°

c) y' =—senx d) y = sen x

Aplica la teoria

Calcula:
[ 1 | J.3(3x — 5) dx

Solucion:

Se aplica la integral de una funcién polinédmica.
(3x=5)°
g K

dx
Ea .[ (3x + 5)}
Solucién:
Se aplica la integral de una funcién racional.

_++k
6(3x + 5)?

[ 3 | J.cos % dx
Solucion:

Se aplica la integral de una funcién trigonométrica.
X
6sen—+k
6
En J dx

Solucién:
Se aplica la integral de una funcién exponencial.
e+ k

dx
“Jx+3

Solucion:

Se aplica la integral de una funcién logaritmica.
In|x + 3| + k

| 6 | J(e" — sen x) dx

Solucioén:
Se aplica la integral de las operaciones.

e+ cosx+k

(7 Jzéx dx

Solucién:
Se aplica la integral de una funcién exponencial.

26x—|
3In2

+ k

x dx

ul

xE— |

Solucion:

Se aplica la integral de una funcién logaritmica.

Sinpe— 1]+ k
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ER JZX sen x2 dx

Solucion:

Se aplica la integral de una funcién trigonométrica.

—cos x* + k

7 dx

"“sz

Solucion:

Se aplica la integral de una funcién irracional.

N7x+5 +k

[ 11 | J.3 cos 3x dx

Solucion:

Se aplica la integral de una funcién trigonométrica.

sen 3x + k

dx
mJ-9+X2

Solucion:

Se aplica la integral de una funcién trigonométrica.

I X
?arctg?+k

13 | J.secz (3x + 1) dx

Solucion:

Se aplica la integral de una funcién trigonométrica.

%tg(3x+ 1) + k

dx
mJ.19_X2

Solucion:

Se aplica la integral de una funcién trigonométrica.

X
arc sen - + k

[ 15 | JS sen x dx

Solucion:

Se aplica la integral de una funcién trigonométrica.

—5cos x + k

16 | J.(x3—6x2 + 1) dx

Solucioén:

Se aplica la integral de una funcién polinédmica.
4

X

4 2¢ + x + k
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17 ] Jcosecz (5x — 1) dx

Solucion:

Se aplica la integral de una funcién trigonométrica.

—% cotg(5x — ) + k

dx
Vx—|
Solucion:

Se aplica la integral de una funcién irracional.

Nx— 1| +k

(19 | Jem dx

Solucién:
Se aplica la integral de una funcién exponencial.
2 e +k

Ed J.(sen x + cos x) dx

Solucién:
Se aplica la integral de las operaciones.

—cos x +senx + k

3
m J. (X _ 3)4 dX
Solucién:
Se aplica la integral de una funcién racional.

—_ + k
(x =3y

2 J(4x +1)° dx

Solucion:

Se aplica la integral de una funcién polinémica.

6
(4x;1 D L

[ 23 | Jcotg (—2x + 1) dx

Solucién:
Se aplica la integral de una funcién trigonométrica.

—%In [sen 2x—1)| + k

24 | J3 - 2% dx

Solucioén:

Se aplica la integral de una funcién exponencial.
23x

In2

+ k



Solucion:

Se aplica la integral de una funcién racional.
_+ + k
6(2x—1)°

[ 26 | J.3 cotg 3x dx

Solucién:
Se aplica la integral de una funcién trigonométrica.
In |sen 3x| + k

2x—3
J.x2 —-3x+5 dx
Solucion:

Se aplica la integral de una funcién logaritmica.
In |x*>=3x + 5| + k

El J.S sen 5x dx

Solucién:
Se aplica la integral de una funcién trigonométrica.
—cos 5x + k

[ 29 | J.2 tg 2x dx

Solucién:
Se aplica la integral de una funcién trigonométrica.
—In |cos 2x| + k

mJ.Zde

Solucion:
Se aplica la integral de una funcioén irracional.

5x 3 2x
?4_’(

2 dx
Eill J—*
I - (2x)?
Solucién:
Se aplica la integral de una funcion trigonométrica.

arc sen 2x + k

[ 32 | J.ex sen e*dx

Solucién:
Se aplica la integral de una funcién trigonométrica.

—cos €+ k

(33 J dx
Solucion:

Se aplica la integral de una funcién exponencial.

dx
| —x

; J
Solucion:

Se aplica la integral de una funcién logaritmica.
—In |l —x| +k

Ed JZX tg x* dx

Solucién:
Se aplica la integral de una funcién trigonométrica.

—In |cos x| + k

Ed Jcos (5x — 1) dx

Solucioén:
Se aplica la integral de una funcién trigonométrica.

Lsen 5x—1)+k

5
3dx
J. | + (3X)2
Solucion:

Se aplica la integral de una funcién trigonométrica.

arc tg 3x + k

K Jsen % dx

Solucion:

Se aplica la integral de una funcién trigonométrica.

—2cos%+k

39 | J(x4—2x— 5) dx

Solucioén:
Se aplica la integral de una funcién polindmica.

X5

T—x2—5x+k

[ 40 | Jex cos € dx

Solucioén:
Se aplica la integral de una funcién trigonométrica.

sen e + k
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2. Integracion por partes

Piensa y calcula
Calcula la derivada de:y = e*(x* — 2x + 2)

Solucion:
y' = e(x* = 2x + 2) + &(2x — 2) = x%e

Aplica la teoria

Calcula:
[ 41 | J.xex dx

Solucion:

Se resuelve aplicando el método de integracion por
partes.

Se hacen los cambios:

u=x
dv = e*dx
El resultado es:
ex—1)+k

[ 42 | J.x sen x dx

Solucion:

Se resuelve aplicando el método de integracion por
partes.
Se hacen los cambios:
u=x
dv = sen x dx

El resultado es:
—xcosx tsenx+k

[ 43 | J.(x + 5) cos x dx

Solucion:

Se resuelve aplicando el método de integracion por
partes.
Se hacen los cambios:
u=x+5
dv = cos x dx

El resultado es:
(x +5) sen x + cos x + k

[ 44 | J.sen (In x) dx

Solucion:

Se resuelve aplicando el método de integracion por
partes.

Se hacen los cambios:
u = sen (In x)
dv = dx

[332] Bloque lll. Analisis

Hay que hacerla otra vez, por partes,y plantear una ecua-
cion.

El resultado es: %(sen (In x) — cos (In x)) + k

[ 45 | J.arc sen x dx

Solucion:

Se resuelve aplicando el método de integraciéon por
partes.

Se hacen los cambios:
u = arc sen x
dv = dx
El resultado es:

xarcsenx + VI —x* +k

46 | sz e dx

Solucion:

Se resuelve aplicando el método de integracion por
partes.
Se hacen los cambios:
u=x
dv = e "dx
Hay que hacerla otra vez, por partes.
El resultado es:

-7+ 2 +2) + k

47 ] Jx3 In x dx

Solucion:

Se resuelve aplicando el método de integracion por par-
tes.

Se hacen los cambios:
u=lInx
dv = x* dx
El resultado es:
X4

4
. In x| - =+ k

16



48 | J(xz— I) sen x dx

Solucion:

Seresuelve aplicando el método de integracion por partes.

Se hacen los cambios:
u=x'—|I
dv = sen x dx
Hay que hacerla otra vez, por partes. El resultado es:

(=x* + 3) cos x + 2x sen x + k

mJ.(x2+ 1) In x dx

Solucion:

Se resuelve aplicando el método de integracion por
partes.

Se hacen los cambios:
u=Inx
dv = (x*+ 1)dx
El resultado es:

X S
(T+x) In |x|—7—x+k

EJ sz cos x dx

Solucién:
Seresuelve aplicando el método de integracién por partes.
Se hacen los cambios:
u=x
dv = cos x dx
Hay que hacerla otra vez, por partes. El resultado es:
(x*—2) sen x + 2x cos x + k

51 | J(x+ 2) e* dx

Solucion:
Seresuelve aplicando el método de integracion por partes.
Se hacen los cambios:
u=x+2
dv = e*dx
El resultado es:

(x+ 1) +k

[ 52 | J.e'x sen x dx

Solucion:

Se resuelve aplicando el método de integracion por
partes.

Se hacen los cambios:
u = sen x
dv=¢e*dx

Hay que hacerla otra vez, por partes, y plantear una ecua-
cion. El resultado es:

I
-5 e (sen x + cos x) + k

E’JIn (x+ 1) dx

Solucion:

Se resuelve aplicando el método de integracion por
partes.

Se hacen los cambios:
u=In(x+1)
dv = dx
El resultado es:
(x+1)Injx+1]-x+k

54 J(xz + 4) e dx

Solucion:

Se resuelve aplicando el método de integraciéon por
partes.

Se hacen los cambios:
u=x*+4
dv = e'dx
Hay que hacerla otra vez, por partes.
El resultado es:
e(*—2x + 6) + k

[ 55 | J.e" cos x dx

Solucion:
Seresuelve aplicando el método de integracion por partes.
Se hacen los cambios:

u = cos x

dv = e*dx
Hay que hacerla otra vez, por partes,y plantear una ecua-
cion.
El resultado es:

|
iex(sen x + cos x) + k

[ 56 | Jarc tg x dx

Solucion:

Se resuelve aplicando el método de integracion por
partes.

Se hacen los cambios:

u = arc tg x
dv = dx
El resultado es:
|
xarctgx——In [+ 1| +k
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3. Integracion de funciones racionales con raices
reales en el denominador

Piensa y calcula

Realiza la siguiente division entera y haz la prueba: 39 5

Solucion:
39 5
4 7

Prueba:39=5-7+4

Aplica la teoria

Calcula las siguientes integrales: X—3x+5
L | o
2 3 X

X —x+

J.— dx sz
X Solucioén:
. r Se aplica el método de integracion de funciones racio-
Solucién:

nales.
Se aplica el método de integracion de funciones racio- . : . 2
El denominador tiene una raiz real multiple.

nales.
L La descomposicion es:
La descomposicion es:
3 1 3 . 5
x—l+— x X X
) La integral es:
La integral es: 3 5
X2 In|x|+7—§+k
- —x+3In|x +k
2
S5x+ 13
[ 3x-5x—3 m.[x2+6x+9 o
155 ) R
X— >
Solucién:
Solucién: Se aplica el método de integracion de funciones racio-
Se aplica el método de integracion de funciones racio- nales.
nales. El denominador tiene una raiz real multiple.
La descomposicion es: La descomposicion es:
5 5 2
3x-2+ -
| —x x+3  (x+3)
La integral es: La integral es:
3x*
== 2x=5n|x— 1] +k Sinfx+3[+- 75 +k

X+ 8x+ 10
S5x+2 6
k[ o A |

2t x X+ 9% +27x + 27

.. Solucion:
Solucion:

Se aplica el método de integracion de funciones racio-

Se aplica el método de integracion de funciones racio- nales.

nales.

. . . ) El denominador tiene una raiz real multiple.
El denominador tiene raices reales simples.

La descomposicion es:

|, 2 s
2 3 x+t3  (x+3)?  (x+3)

La integral es:
La integral es: 2 5

In[x + 3| — e + k
2In|x] +3In|x+ I| +k 3153 2(x + 3)?

La descomposicion es:
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333-x-9
m.[ x+2 dx

Solucién:

Se aplica el método de integracion de funciones racio-
nales.

La descomposicion es:

3x—5+x+2

La integral es:
2

3; —5x+In|x+2|+k

X=2*=3x+ 10

xt—

64 J dx
Solucion:

Se aplica el método de integracion de funciones racio-
nales.

El denominador tiene raices reales simples.
La descomposicion es:

3 5
x=2+ x—1  x+1
La integral es:
2

XT—2x+3In|x— I|=51In|x+ 1| +k

8x+7
mJ.X2+X_2 dX
Solucién:

Se aplica el método de integracion de funciones racio-
nales.

El denominador tiene raices reales simples.

La descomposicion es:

La integral es:
3In|x+2|+5In|x— 1| +k

2x + 3

mjx2—2x+l dx

Solucion:

Se aplica el método de integracion de funciones racio-
nales.

El denominador tiene una raiz real multiple.

La descomposicion es:

2 .5
x=1 " (x=1)?

La integral es: .

20n |x— 1] =~

+ k

x*—7x+ 15

mJ.x3—6x2+ i —8 &

Solucion:

Se aplica el método de integracion de funciones racio-
nales.

El denominador tiene una raiz real multiple.
La descomposicion es:
I 3 P
x=2  (x=2? (x-=2)

La integral es:

Infx—2]+ —e— sk
x—2  2(x-2)

2_2x+ 12
: J;dx

U0
x* — 4x

Solucion:

Se aplica el método de integracion de funciones racio-
nales.
El denominador tiene raices reales simples.
La descomposicion es:
3 I 5
+

X x-2 x+2

La integral es:
=3In|x|—In|x—2|+5In|x+2| +k

4. Integracion de funciones racionales con raices
complejas o de varios tipos

Piensa y calcula

Halla mentalmente las raices imaginarias de la siguiente ecuacion:

xX*+9=0

Solucion:

Xx=%3i
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Aplica la teoria
Calcula las siguientes integrales:

2x + |

—d
X—2x+5

taa |

Solucion:

Se aplica el método de integracion de funciones racionales.

Raices del denominador:
x=1%2i

Son imaginarias simples.

La integral es:

3 x—1
In |x2—2x+5|+?arcth+k

8 — 18x + |
. —
m.[ X era &

Solucion:

Se aplica el método de integracién de funciones racionales.

Raices del denominador:
x =—1 real simple, x = 2 real doble.

La descomposicion es:

3 + 5 |
x+ | x—2 (x=2)?

La integral es:
|

X —

3In|x+ 1| +5In|x—2| + 7tk

3 —5x + |
X =3+ 4x— 12

J dx
Solucion:

Se aplica el método de integracion de funciones racio-
nales.

Raices del denominador:
x = 3 real simple.
x = %2i imaginarias simples.
La descomposicion es:
| b 2xt
x—3 x2 + 4

La integral es:

|
In|x—3| +In |x2+4|+7arctg%+k

2x+5

xX*+4x+5 dx

72 | J
Solucion:

Se aplica el método de integracion de funciones racio-
nales.

Raices del denominador:
x = —2 % i imaginarias simples.
La integral es:

In |x®+4x + 5| +arctg (x +2) + k

5. Integracion por cambio de variable o sustitucion
y de funciones definidas a trozos

Piensa y calcula

Resuelve mentalmente las siguientes integrales inmediatas.

dx
) [4
eX
°) J e +3 o
Solucion:
a) In [x| + k

b) In |e* + 3| + k

Aplica la teoria

Calcula las siguientes integrales:

dx
LR J. x (In x)?

Solucion:

Se aplica el método de sustitucién o cambio de varia-
ble.

Bloque IIl. Andlisis

Inx=t
x=¢e
dx=e'dt
Se obtiene:

In x



: In x Se obtiene:
L Jx[(ln -1 &
Solucion:

Wx+3 —2InNx+3 + | +k

Se aplica el método de sustitucién o cambio de variable.

79 J‘ dx
Inx=1t = x
x = ¢ Solucion:
dx = et dt Se aplica el método de sustitucion o cambio de variable
Se obtiene: Vx =t
%In[(lnx)2—|]+k x=t
dx = 2t dt
J. - | dx Se obtiene:
e'+2 VX =20 Vx = 1] +k
Solucion:
Se aplica el método de sustitucién o cambio de variable. [ 80 | J dx
=t x+ \/;
x=Int Solucion:
dx = % Se aplica el método de sustitucién o cambio de variable.
Se obtiene: \&_=Zt
3@k dxX=_2t;‘. dt
¥ Se obtiene:
Iﬂjex_4 dx 2In [Vx + 1| +k
Solucion: Kil dx
Se aplica el método de sustitucién o cambio de variable. . J Vx +x
&= Solucién:
x= Indt Se aplica el método de sustituciéon o cambio de variable.
dx = Tt U =t
Se obtiene: x=1°
e +4Ine—4| +k dx = 6t° dt
Se obtiene:
J.VXT|dX Wx 3% +6x —61n [Vx + 1| +k
X
Solucioén: 82 | JL“
Se aplica el método de sustitucion o cambio de variable. i+ Vx
Vx+1 =t Solucioén:
x+ 1 =7 Se aplica el método de sustitucién o cambio de variable.
x=t—1 Ix =t
dx =2t dt x=t
Se obtiene: 5 dx = 48 dt
3 DVx+ 1 +k Se obtiene:
; Wx +4Ux +4In Vx = 1] +k
X
a J. | +Vx +3 i B {x six< |
KR Sea f(x) = -3 six>|
Solucién:
Se aplica el método de sustitucién o cambio de variable. Calcula Jf(x) dx
Vx+3 =t
x+3=¢ Solucion:
x=f£_3 {x2/2+k six< |
dx = 2t dt —3x+k six>|
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senx six<0

ELR Sea ) = {I/x six >0
Calcula Jf(x) dx

Solucion:
{—cosx+k six<0

In|x] +k six>0

i s six<|
Kl Sea f() = {e* six> |
Calcula Jf(x) dx
Solucion:

xX*B+k six<|
e+ k six> |

6. Integracion de funciones trigonométricas

Piensa y calcula
Escribe la férmula fundamental de la trigonometria.

Solucion:

sen? x + cos® x = |

Aplica la teoria

Calcula:

K J.sen x cos x dx

Solucion:

Se aplica el método de integracion de funciones trigo-
nomeétricas.

Es impar en el sen x y en el cos x
La integral es:

|

2
—sen“x+k
2

87 | Jsen3 x cos x dx

Solucion:

Se aplica el método de integracion de funciones trigo-
nométricas.

Es impar en el sen x y en el cos x

La integral es:

|

4
—sen" xtk
4

Jsen" x cos x dx

Solucion:

Se aplica el método de integracién de funciones trigo-
nométricas.

Es impar en el cos x

. I
La integral es: - sen® x + k

Bloque IIl. Andlisis

89 | Jsen3 x cos? x dx

Solucion:

Se aplica el método de integracion de funciones trigo-
nométricas.

Es impar en el sen x
La integral es:
cos’x | cos’ x

- + + k
3 5

90 | Jsenz x dx

Solucion:

Se aplica el método de integracion de funciones trigo-
nométricas.

Es par en el sen x
La integral es:

| |
?(x—?sen ZX) + k

91 ] Jsen“ x dx

Solucion:

Se aplica el método de integracion de funciones trigo-
nométricas.

Es par en el sen x

3x  sen 2x sen 4x

La integral esi g T 4 + 32 + k




92 | J.senz 5x dx

Solucion:

Se aplica el método de integracion de funciones trigo-
nométricas.

Es par en el sen 5x

La integral es:

x sen |0x

27"~ 20 ‘k

mjmdx

Solucion:

Se aplica el método de integracién de funciones trigo-
nométricas.

Se aplica el cambio de variable.
x=sent
dx = cos tdt

La integral es:

%(arcsenx+x\ll—x2)+k

mjmdx

Solucion:

Se aplica el método de integracién de funciones trigo-
nométricas.

Se aplica el cambio de variable.
x=4sent
dx =4 cos t dt

La integral es:

8arcsen%+%x\l|6—x2 + k

EJ |

mjmdx

Solucion:

Se aplica el método de integracion de funciones trigo-
nométricas.

Se aplica el cambio de variable.
x=V2sent
dx =2 cos t dt

La integral es:

arc sen ¥x+%x\/2—x2 + k
dx

x|+ x?

Solucion:

Se aplica el método de integracion de funciones trigo-
nométricas.

Se aplica el cambio de variable.
x=tgt
dx = sec’ t dt
NI+

_—+k
X

La integral es:

dx
me2V|6+x2

Solucion:

Se aplica el método de integracion de funciones trigo-
nométricas.

Se aplica el cambio de variable.
x=4tgt
dx =4sec’tdt
V16 + X

T ex Tk

La integral es:
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Ejercicios y problemas

Preguntas tipo test

Calcula las siguientes integrales y sefiala la solucion correcta:

(2x— 1Y
“J it &

(Jarctg 2x + k
D%In [4 + 1] + k
dx+k
x—%ln |42 + 1] + k
3_op2
"J' 2x ;29i(x+ 7x dx
Q2% -—x+k
X x*—7x +k
A2 -7x+In|x| +In|x—I| +k

A +1In|x| +In|x-1]+k

[ 3 | J.#-I-I) dx

dn|x|+In|x+ 1| +k
din|x| +In|x—1|+k
Xn|x|=In|x+ 1| +k
dn|x| - Injx—=1|+k

X

“J—(x+ ) dx
2x + |

A b a2 Tk

2x + |

_—+k
2+ 4x + 2

—+k
2%+ 4x + 2

din|x+ 1| -

—+k
22+ 4x + 2

D_

| +x

d
s
E%x(—x+4\/7—4ln |\/;+ I +k

A2 —x + 20 Nx - 1] +k
2
D;\F—x—4|n|\&+||+k

D%x\/;+4\/;—ln|\/;+ | +k

Bloque IIl. Andlisis

X +2
l’J‘x2+3x+2 dx
X2
D7—3x+ln x—1|+6In|x-2|+k
2
P
J
2

@%—3x+ln|x+ [|+6In|x+2|+k

3
+inlx—=1]+6In|x-2|+k

2

EIX?—3x+In|x2+3x+2|+k

X3

Rty

| + x?

2
DX?\/xH | +k

x}=2
X1 3 N2+ | +k
E](XZ—Z)\IXZ+ | +k

2

Q X;2 + 2+ | +k

“Jem'dx
K +k dxe +k
Qxe +k EIeX + k
X+l
e [ o
x| X
v Z 4
l:I2 Syarctg k
x* )
D7+2In|x +4| +k
DX—2+2|n|x2+4|+Larct Xk
2 2 %5
lZ]X—2 21 |2+4|+L g +k
5 n |x Sarctg
4 -2

In x dx

. J
XZ
[ 4(In x)* — X Inx——2 +k

2
2(Inx)2—x2|nx+x7+k

2

D4(Inx)2—x2—X?+k

2

EIZ(Inx)Z—Inx+X7+k



Ejercicios y problemas propuestos

1. Reglas de integracion

Calcula las siguientes integrales:
EL J.4(4x — 1)’ dx

Solucion:

Se aplica la integral de una funcién polinédmica.

6
(4X;|) + Kk

dx
(x=1)y°

Solucion:

al

Se aplica la integral de una funcién racional.
I

e
4(x — 1)*

100 J.cos % dx

Solucion:

Se aplica la integral de una funcién trigonométrica.

2 3x
?senT+k

[101] Je‘* dx

Solucién:
Se aplica la integral de una funcién exponencial.
—e +k

dx
x—|

]

Solucién:
Se aplica la integral de una funcién logaritmica.
In|x— 1| +k

103 J.(cos x —e7) dx

Solucién:
Se aplica la integral de las operaciones.

e“+senx+tk

104 J.Z"‘X dx

Solucion:
Se aplica la integral de una funcién exponencial.
2—4x
41n2

+ k

x dx

I'L.E,[x2+9

Solucion:

Se aplica la integral de una funcién logaritmica.

I
3In|x2+9|+k

106 Jsen (5 — 2x) dx
Solucion:

Se aplica la integral de una funcién trigonométrica.

%cos(Zx—5)+k

3dx

WJ@

Solucion:

Se aplica la integral de una funcién irracional.

2V3x +k

[108] Jx cos (x* + 1) dx
Solucién:

Se aplica la integral de una funcién trigonométrica.

|
7sen(x2+ ) + k

dx
w55

Solucion:

Se aplica la integral de una funcién trigonométrica.

V3

— _3 +k
3 arc tg 3 X

110} Jx sec’ x* dx

Solucion:

Se aplica la integral de una funciéon trigonométrica.

%tgx2+k

i [~
V2 - x?
Solucién:
Se aplica la integral de una funcién trigonométrica.

arc sen 72x+k

13. Integral indefinida



112 ] J.S sen 7x dx

Solucion:
Se aplica la integral de una funcién trigonométrica.

—%cos 7x + k

mJ(IOx4+2x3—x— ) dx

Solucion:

Se aplica la integral de una funcién polinédmica.
4

s, X X
2x+2 2 x + k

[114] Jcosecz (3 — 4x) dx

Solucién:
Se aplica la integral de una funcién trigonométrica.

%cotg (3—-4x) +k

mgjsvdex

Solucién:

Se aplica la integral de una funcién irracional.
5

5x Vx® +

8 k

116 J.eX’3 dx

Solucién:
Se aplica la integral de una funcion exponencial.
3ex/3 + k

117 | J.(sen x — cos x) dx

Solucién:
Se aplica la integral de las operaciones.

—cosx—senx + k

I 8
v 2 — _—
m J.(3X + I x+2 + XS dX

Solucion:

Se aplica la integral de las operaciones.

X +x—1In |x+2|—%+k
X

Bloque IIl. Andlisis

[119] J(Zx —1)® dx

Solucion:

Se aplica la integral de una funcién polindmica.
2x—1)*

g Tk

120} J—x cotg x* dx

Solucién:
Se aplica la integral de una funcién trigonométrica.
I
—> In[sen X +k

121} Js F 775 dx

Solucion:

Se aplica la integral de una funcién exponencial.

7—5x
Ty K
dx
w J (X + 7)2
Solucion:

Se aplica la integral de una funcién racional.

|
x+7

+ k

123 JZX cotg x* dx

Solucion:
Se aplica la integral de una funcién trigonométrica.

In |sen X*| + k

33 +5

w,[x3+5x—l dx

Solucién:
Se aplica la integral de una funcién logaritmica.
In|x®+5x— 1] +k

125 Jsen (3x +2) dx
Solucion:

Se aplica la integral de una funcion trigonométrica.

—%cos (Bx+2)+k



R [ig % ox
Solucion:

Se aplica la integral de una funcién trigonométrica.

X
—4 In |cos Zl + k

3
EEJ.\I5x+ I dx

Solucién:
Se aplica la integral de una funcién irracional.

3
3(5x+ 1) V5x + |
20 *

k

7 dx
i |
Solucion:

Se aplica la integral de una funcién trigonométrica.

7arcsen%+k

129 J.e’x sen e dx

Solucién:
Se aplica la integral de una funcién trigonométrica.

cose*+k

[130] Jesx dx

Solucion:

Se aplica la integral de una funcién exponencial.

e5x

5

+ k

5 dx
I'I‘jl,|.5x+4

Solucién:
Se aplica la integral de una funcién logaritmica.
In [5x + 4| + k

132 J.tg (4x + 5) dx

Solucion:

Se aplica la integral de una funcién trigonométrica.

—% In |cos (4x + 5)| + k

[133] Jcos (4 —x) dx

Solucion:

Se aplica la integral de una funcién trigonométrica.

—sen (4 —x) + k
6 dx
mj | + (2X)2
Solucion:

Se aplica la integral de una funcién trigonométrica.
Jarctg 2x + k

4
135 Jsen TX dx

Solucioén:
Se aplica la integral de una funcién trigonométrica.

_i ﬂq.k
4COS 5

I.EEJ(X3+%XZ—8X+ |) dx

Solucion:
Se aplica la integral de una funcién polinémica.

xt X

Tt o rxtk

137 Je'x cos e ™ dx

Solucién:
Se aplica la integral de una funcién trigonométrica.

—sene*+ k

IEL] Calcula tres primitivas de la funcién:
y = senx

Represéntalas. ;En qué se parecen?

Solucion:
y = —cos x
y =2 —cos x

y=—3—cosx
\Y

)

PAARNNN
PR

Todas las curvas tienen en comln que son traslaciones

verticales de la integral sin constante.

13. Integral indefinida



kL] Dada la funcién:
y = cos x
a) Calcula su integral indefinida.

b) Halla la primitiva que pasa por el punto P(0, 3)

c) Dibuja la funcion inicial y la primitiva que se pide en

el apartado anterior.
Solucion:
a) Jcosxdx= sen x + k

b)sen0+k=3=k=3
y =3 +senx

<) A Y

INAT N
AP

2. Integracion por partes

Calcula las siguientes integrales:

140} J.x e¥ dx

Solucion:

Se ha de resolver aplicando el método de integracion por
partes.

Se hacen los cambios:

El resultado es:

141 J(x— [) sen x dx

Solucion:

Se ha de resolver aplicando el método de integracion por
partes.

Se hacen los cambios:
u=x-—1
dv = sen x dx
El resultado es:

(—x + 1) cos x + sen x + k

Bloque IIl. Andlisis

142 J(x— 2) cos x dx

Solucion:

Se ha de resolver aplicando el método de integracion por
partes.

Se hacen los cambios:
u=x-2
dv = cos x dx
El resultado es:

(x—2)senx+ cosx+k

“ﬂjxln(x+5)dx

Solucion:

Se ha de resolver aplicando el método de integracion por
partes.

Se hacen los cambios:
u=In(x+5)
dv = x dx

El resultado es:

LI X, 5x
2(x—25)|n|x+5|— 3 T Tk

144 Jx arc tg x dx

Solucion:

Se ha de resolver aplicando el método de integracién por
partes.

Se hacen los cambios:
u = arc tg x
dv = x dx

El resultado es:

%(x2+ I)arctgx—%+k

[145] sz e dx

Solucion:

Se ha de resolver aplicando el método de integracion por
partes.

Se hacen los cambios:
u=x
dv = e dx
Hay que hacerla otra vez, por partes.

El resultado es:

I —3x
—7e3(9x2+6x+2)+k



146 J.x4 In x dx

Solucion:

Se ha de resolver aplicando el método de integracion por
partes.

Se hacen los cambios:

u=lInx
dv = x* dx
El resultado es:
x° X
T In |X| — E + k
J.(xz + 3) sen x dx

Solucion:

Se ha de resolver aplicando el método de integracion por
partes.

Se hacen los cambios:
u=x*+3
dv = sen x dx
Hay que hacerla otra vez, por partes.
El resultado es:
(*+ 1) cos x + 2x sen x + k

“E]J.(xz— 1) In x dx

Solucion:

Se ha de resolver aplicando el método de integracion por
partes.

Se hacen los cambios:
u=lInx
dv = (x* — l)dx
El resultado es:

X X
(T_X) In |x|—T+x+k

149 J.(xz— I) cos x dx

Solucion:

Se ha de resolver aplicando el método de integracion por
partes.

Se hacen los cambios:
u=x*—1
dv = cos x dx
Hay que hacerla otra vez, por partes.
El resultado es:

(x*—3) sen x + 2x cos x + k

@J(x—l)exdx

Solucion:

Se ha de resolver aplicando el método de integracion por
partes.

Se hacen los cambios:

u=x-1
dv = e*dx
El resultado es:
e€x—2)+k

151} Jez" sen x dx

Solucion:

Se ha de resolver aplicando el método de integracion por
partes.

Se hacen los cambios:

u=senx

dv = ™ dx
Hay que hacerla otra vez, por partes, y planear una ecua-
cion.

El resultado es: % e”(2 sen x — cos x) + k

152 Jln (x—1)dx

Solucion:

Se ha de resolver aplicando el método de integracion por
partes.

Se hacen los cambios:
u=Inx-1)
dv = dx
El resultado es:

x=1In|x=1I|-x+k

153 J(x2 —3) e"dx

Solucion:

Se ha de resolver aplicando el método de integracion por
partes.

Se hacen los cambios:
u=x*-3
dv = e*dx
Hay que hacerla otra vez, por partes.
El resultado es:
e —2x— 1)+ k
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[154] J.e’x cos x dx

Solucién:
Se resuelve aplicando el método de integracion por partes.

Se hacen los cambios:
u = cos X

dv=¢e"dx

Hay que hacerla otra vez, por partes,y plantear una ecuacién.

El resultado es:

% e*(sen x —cos x) + k

155 J.arc tg 2x dx

Solucion:

Se ha de resolver aplicando el método de integracion por
partes.

Se hacen los cambios:
u = arc tg 2x
dv = dx

El resultado es:

|
xarc tg 2x = In [4* + 1] + k

3. Integracién de funciones racionales
con raices reales en el denominador

Calcula las siguientes integrales:

2
IIEgJ.x +x—-2 dx

X

Solucion:

Se aplica el método de integracién de funciones racionales.

La descomposicion es:

2
x+ | —-—
X

La integral es:
2

X
7 +tx=2In x| + k

xXP—6x+2

i [0 2 o

Solucion:

Se aplica el método de integracién de funciones racionales.

La descomposicion es:

3
5—-x

_x+|_

La integral es:
X

o) +x+3In|x=5+k

Bloque IIl. Andlisis

4 [3x—4
i [ o

Solucion:

Se aplica el método de integracion de funciones racio-
nales.

El denominador tiene raices reales simples.

La descomposicion es:

1 | + 5
2\ x=-2 x+2

La integral es:

%(In|x—2|+5|n|x+2|)+k

5x2—-2x-13
i [T o
X
Solucion:

Se aplica el método de integracién de funciones racio-
nales.

El denominador tiene una raiz real miltiple.

La descomposicion es:

2_2 3
P &
La integral es:
5In[x| +=+ 34k
X 2

4x - 11
b( dx
o0 e
Solucién:
Se aplica el método de integraciéon de funciones racionales.
El denominador tiene una raiz real multiple.
La descomposicion es:

4 41
x=3 (x=3)
La integral es:
I
4In|x—3|—x_3 +k
-2 + 14x - 3|
I'm,[x3—9x2—27x+27 o

Solucién:

Se aplica el método de integracién de funciones racionales.
El denominador tiene una raiz real maltiple.

La descomposicion es:

2, 2 7

x=3  (x=3)! (x-3)

La integral es:
2 7
—21In|x-3| - + + k
| | x=3  2(x-3)




2 —10x + 13
|2 %
x—3
Solucién:
Se aplica el método de integracion de funciones racionales.

La descomposicion es:

|
x—-3

2x— 4 +
La integral es:

X*—4x+In|x=3|+k

X =2+ 6x—2

xt—x

i | o

Solucién:

Se aplica el método de integracién de funciones racionales.
El denominador tiene raices reales simples.

La descomposicion es:

3
x—|

2
x—1+—+
X
La integral es:
XZ
T—x+2|n x| +3In|x— 1| +k

llx+ 13
iIwJ.x2+x—6 dx

Solucién:
Se aplica el método de integracion de funciones racionales.

El denominador tiene raices reales simples.

La descomposicion es:

La integral es:
4In|x+3|+7In|x-2| +k

3x—1
iIL:EJ.XZ+2x+I dx

Solucion:

Se aplica el método de integracion de funciones racionales.

El denominador tiene una raiz real multiple.

La descomposicion es:

3 4
x+ 1 (x+ I)2
La integral es:
4

+ k

3|n|x+||+X+I

3+ 8x+5
mJ.X3+6X2+|2X+8 o

Solucion:

Se aplica el método de integracion de funciones racionales.

El denominador tiene una raiz real multiple.

La descomposicion es:

3 4 I
x+2  (x+2? (x+2)°
La integral es:
4 I

+ k

3kt 2 S T ke 2y

4. Integracion de funciones racionales
con raices complejas o de varios tipos

Calcula las siguientes integrales:

2x—3
157 J X +2x+ 10 dx
Solucion:

Se aplica el método de integracién de funciones racionales.
Raices del denominador:

x=—1=%3i
Son imaginarias simples.

La integral es:

+
In |x* + 2x + I0|—%arctg%+k

2 [ 23+ 18x+25
100 | R
x +3x" -4

Solucion:

Se aplica el método de integracién de funciones racionales.

Raices del denominador:
x = | real simple.
x = —2 real doble.

La descomposicion es:

5 3 + I
x—| x+2 (x+2)?

La integral es:
5In|x—||—3|n|x+2|—x_:_2+k
2+ x+7

mjx3+2x2+9x+l8 o

Solucién:
Se aplica el método de integracion de funciones racionales.
Raices del denominador:
x = —2 real simple.
x = £ 3i imaginarias simples.
La descomposicion es:
| x—1
x+2 X +9
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La integral es:

In |x+2|+%|n |x2+9|—%arctgi+k

3
3x
' —_—
s J. —axr8
Solucion:

Se aplica el método de integracién de funciones racionales.

Raices del denominador:
X = 2 % 2i imaginarias simples.
La integral es:

x—2

7 Tk

%In |x* —4x + 8| + 3 arc tg

5. Integracién por cambio de variable

o sustitucién y de funciones definidas

a trozos

Calcula las siguientes integrales:

dx
xInx

|

Solucién:
Se aplica el método de sustitucién o cambio de variable.
Inx=t
x = ¢
dx = e'dt
Se obtiene:
In (In x) + k

In x

"’-“Jx[anxr+ Thd

Solucion:

Se aplica el método de sustitucién o cambio de variable.

Inx=t
x=e
dx = e' dt
Se obtiene:
%In[(lnx)2+l]+k
[y o
e -3

Solucion:

Se aplica el método de sustitucién o cambio de variable.

ef=t
x=Int

dt
dx = —

t

Bloque IIl. Andlisis

Se obtiene:
x | N
?+?In |e —3|+k
. e2x d
174 f
Solucion:

Se aplica el método de sustitucién o cambio de variable.

e =t
x=Int

dt
dx =—

t
Se obtiene:
e—5In|e*+ 5| +k

175 J X dx
Vx—1

Solucioén:

Se aplica el método de sustitucién o cambio de variable.
Vx—1 =t
x—1=¢
x=t+ |
dx =2t dt

Se obtiene:

%(x+2)\lx—| + k
dx

“"’Jﬁ

Solucion:

Se aplica el método de sustitucién o cambio de variable.

Vx—3 =t
x—3=1¢
x=t'+3
dx =2t dt
Se obtiene:
2Vx—-3 —4In[Nx-3 =2| +k
dx
77 J
(177 e Nx
Solucion:

Se aplica el método de sustitucién o cambio de variable.

Vx =t
x =t
dx = 2t dt

Se obtiene:

2Vx —21In Nx + 1| +k



. dx
i J. 2x — \/;
Solucion:

Se aplica el método de sustitucién o cambio de variable.

Vx =t
x =t
dx = 2t dt

Se obtiene: In [2Vx — I| + k

[

Solucién:
Se aplica el método de sustitucién o cambio de variable.
U =t
x=t
dx = 6t dt

Se obtiene: 2Vx +33x +6Vx +61In [Vx — 1| + k

[

Solucién:
Se aplica el método de sustitucién o cambio de variable.
Ux =t
x=t
dx = 4t dt

Se obtiene:2Vx —43x +4In |4\/;+ I| +k

2x six< |
-1

LEL] Sea f(x) = {

six> |

Calcula Jf(x) dx

Solucion:
{xz +k six<l|

—x+k six>|

2/x six<0

L Sea f(x) = {

cosx six=>0
Calcula Jf(x) dx
Solucion:

{ZIn x| +k six<O0

sen x + k six=>0

x> six<|
L Sea f) = {e”z six> |
Calcula Jf(x) dx

Solucion:
—I/Ix+k six<|I
22+ k six> |

6. Integracioén de funciones
trigonométricas

Calcula las siguientes integrales:

[184] Jsen x cos’ x dx

Solucion:

Se aplica el método de integracién de funciones trigono-
métricas.

Es impar en el sen x
La integral es:

|
—?cos3x+k

185} Jsen x cos’ x dx

Solucion:

Se aplica el método de integracién de funciones trigono-
métricas.

Es impar en el sen x y en el cos x

La integral es:

I 4
——cos xt+k
4

186 Jsen x cos* x dx

Solucion:

Se aplica el método de integracion de funciones trigono-
métricas.

Es impar en el sen x

La integral es:

|
5
——cos’x t k
5

[187] Jsenz x cos® x dx

Solucion:

Se aplica el método de integracién de funciones trigono-
métricas.

Es impar en el cos x
La integral es:

senx( 4. cos’ x +2)
5 3 3

188 thz x dx

Solucion:

Se aplica el método de integracién de funciones trigono-
métricas. Es par en el sen x y en el cos x

La integral es: (—x + tg x) + k
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189 J.cos“ x dx

Solucion:

Se aplica el método de integracion de funciones trigono-
meétricas.

Es par en el cos x

La integral es:

4 tk

£+ 2 +i
2 S€n X COS X | COS™ X 2

mgjﬂdx

Solucion:

Se aplica el método de integracién de funciones trigono-
métricas.

Se aplica el cambio de variable.
x=3sent
dx =3 costdt
La integral es:

%(9 arc sen§+x\l9—x2) +k

191 J.\'ZS—XZ dx

Solucion:

Se aplica el método de integracion de funciones trigono-
meétricas.

Se aplica el cambio de variable.
x=5sent
dx =5 cos tdt
La integral es:

125 arc sen X + xV25 —x7) + k
2 5

Bloque IIl. Andlisis

mjﬁd

Solucion:

Se aplica el método de integracién de funciones trigono-
métricas.

Se aplica el cambio de variable.
x=V3sent
dx =3 cos t dt

V3
La integral es:% (3 arc sen —3-x + x\N3—x* | +k

S dx
ik J N4 + x?
Solucion:

Se aplica el método de integracién de funciones trigono-
métricas.

Se aplica el cambio de variable.
x=2tgt
dx =2sec’ tdt
La integral es:

V4 + x?
T ax Tk

; dx
LX) J x2N 25 + x?
Solucion:

Se aplica el método de integracién de funciones trigono-
métricas.

Se aplica el cambio de variable.
x=5tgt
dx =5sec’ tdt
La integral es:

_L-'-XZ + k
25x



Para ampliar

IEL] Calcula tres primitivas de la funcién:
y=x

Represéntalas. ;En qué se parecen?

Solucion:
- X
) AY
XZ
y=>*1
2
y=x7—3 o

\V/

Todas las curvas tienen en comUln que son traslaciones
verticales de la integral sin constante.

LE[] Dada la funcién:
y=—x+1
a) Calcula su integral indefinida.
b) Halla la primitiva que pasa por el punto P(4,—1)
c) Dibuja la funcién inicial y la primitiva que se pide en

el apartado anterior.

Solucion:

a)J(—x+ |)dx=—§+x+k

2
b)—47+4+k:—|
k=3
2

y=—X7+x+3

c) AY

0\

VXX

LEl Halla la integral de la siguiente funcién definida a trozos:

_ | six<?2
fo) = X six=>2
Solucion:
J' e x+k six<—-2
fOI =1 on sk six>2

KEL] Calcula la integral de la funcién:

X+ 3x+ |

X) =

) ~

Solucién:

Se aplica el método de integracion de funciones racionales.
La descomposicion es:

I
x+3+—
X

La integral es:
XZ
T+3x+|n [x] + k

IEE] Calcula la integral de la funcién:
f(x) = x* — 4x

Solucion:

Es la integral de un polinomio.

X4

X 452
2 2x“ + k

ElY Calcula la integral indefinida:

J. | dx
| +¢&*

Se aplica el método de integracién por cambio de variable
o sustitucion.

Solucion:

e=t=>x=Int
_d

dx :

La integral es:

x—Inje*+ 1| +k

Bl Calcula la integral de la funcién:

f(x) =xInx
Solucion:
Se calcula por partes.
Se hacen los cambios:
u=lInx
dv = x dx

El resultado es:
X I
T(ln x| —5) + k

7] Calcula la integral de la funcién:

— X*2
y=e

Solucién:
Es la integral de una funcién exponencial.
e+ k
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ELE] Calcula la integral de la funcién:
fi) = (I +x) e

Solucién:
Se calcula por partes. Se hacen los cambios:

u=1|+x
dv = e dx
El resultado es:
xe* + k

EAL] Calcula:

3_ 2 _
sz 2= 12x 3dx

X=x—6
Solucién:
Se aplica el método de integracién de funciones racionales.
El denominador tiene raices reales simples.

La descomposicion es:

zx+.+i( b )

5{x-3 x+2
. » 6 I
La integral es: x +x+§ln |x—3|—§ln [x + 2| + k

EAE] Halla una funcién f(x) sabiendo que f’(x) = x*¢*

Solucion:

Se calcula por partes; hay que aplicar dos veces el método.
La primera vez se hacen los cambios:

u=x
dv = e* dx

El resultado es: e*(x* — 2x + 2) + k

HLj Calcula la integral de la funcién:
F09 = Vx|

Solucion:
Se aplica la integral de una funcioén irracional.

%(x— Vx—1 +k

Calcula J.x3 e”

Solucion:

Se calcula por partes; tiene que aplicarse dos veces el mé-
todo.

La primera vez se hacen los cambios:
u=x
dv=xe"

El resultado es: % ‘(- 1) +k

[352] Bloque lll. Analisis

x dx
e’

EL] Calcula J

Solucioén:
Se aplica el método de integracion por cambio de variable
o sustitucion.
e“=t= e dx=dt
dt

xdx=2—t

. I 2
La integral es: Y e +k

EAE] Calcula una primitiva de la funcién:
I

| —x

y=

2

Solucién:

Se aplica el método de integraciéon de funciones racionales.
El denominador tiene raices reales simples.

La descomposicion es:

I
La integral es: > (In [x +1]=In|x=1]) + k

EALY Calcula una primitiva de la funcién:
y="x

Solucién:
Es la integral de una funcién irracional.

2
?x x +k

Problemas

EAll Calcula tres primitivas de la funcién:
y=-x

Represéntalas. ;En qué se parecen?

Solucion:
_x
Y= AY
2
XZ
A s

Todas las curvas tienen en comln que son traslaciones
verticales de la integral sin constante.



EAH Dada la funcién: y = &*
a) Calcula su integral indefinida.
b) Halla la primitiva que pasa por el punto P(l, 1)
c) Dibuja la funcién inicial y la primitiva que se pide en

el apartado anterior.

Solucion:

a) Je"dx=ex+k

be'tk=l=k=l-e=y=e+1l-e
<) AY
// X

EAK] Halla la integral de la siguiente funcién definida a trozos:

_J=x six<|
fo) = e six> |
Solucion:
J' = -2 +k six<|
fx) dx = e+ k six> |

e dx

Calcula J.—
214] o

Solucion:

Es la integral de una funcién irracional.

01— +k

EAk] Calcula la integral de la funcién:

feq) = .

|l —e

mediante un cambio de variable.

Solucioén:
Se aplica el método de integracién por cambio de variable
o sustitucion.
e€=t=x=Int
_d

dx :

La integral es:
x—In|e*= 1| + k

. . __ 2
EAL] Calcula la integral de la funcién f(x) = |

Solucién:
Se aplica el método de integracion de funciones racionales.

La descomposicion es:

2+i
x—|

La integral es: 2x + 2 In |x — || + k

Calcula la integral de la funcion f(x) = — ]
X

Solucion:

Es la integral de una funcién logaritmica.

| 2
2In|x+||+k

. I
ﬂuCalculaJ.x - dx

Solucién:
Es la integral de una funcién logaritmica.

In|x+ 1] +k

EAE] Calcula la integral de la funcién:

f(x) =x*—4x* + x> + 6x

Solucion:

Es la integral de un polinomio.

5 3
oA ek

Ex4] Calcula la integral de la funcién:

frg=2=2r2

Solucion:
Se aplica el método de integracion de funciones racionales.
La descomposicion es:
2
xX—3+—
X
La integral es:
X
-5 —3x+2lIn |x| + k
£x3] Calcula la integral de la funcién:
) 43 +3x -9
X)=—"T—"—""
x+2
Solucién:
Se aplica el método de integracién de funciones racionales.

La descomposicion es:

4x -5+ !

x+2

La integral es:
2% =5x+In|x+2| +k

13. Integral indefinida @



X+ x+2

pxx] Calcula J.— dx

x|

Solucion:

Se aplica el método de integracién de funciones racionales.

El denominador tiene raices reales simples.
La descomposicion es:
2 |

| +
x—| x+ |

La integral es:
x+2In|x=1I|=In|x+ 1| +k

£Z&] Calcula J.(xz +5) e dx

Solucion:

Se calcula por partes, hay que aplicar dos veces el método.

La primera vez se hacen los cambios:
u=x*+5
dv=e™dx

El resultado es: —e (x> + 2x + 7) + k

16

EZZ] Calcula la integral de la funcién f(x) = —(x + 1)

Solucion:

Es la integral de una funcién racional.

Ex&] Calcula la integral de la funcién:
y=e”
Solucion:

Es la integral de una funcién exponencial.

—e X+ k

Ex4j Calcula la integral de la funcién:

f(x) = xe*™
Solucion:
Se calcula por partes.
Se hacen los cambios:
u=x
dv = 2e* dx

LY
El resultado es: 2e (x— 2)+k

Exad Calcula J.x cos x* dx

Solucion:

Es la integral de una funcién trigonométrica.

|
2
sen x~ + k
2

Bloque IIl. Andlisis

Ex4] Sea la integral:

Je“ sen e* dx

a) Intégrala mediante el cambio t = &*

b) Calcula la constante de integracion para que la fun-
cion integral pase por el origen de coordenadas.

Solucion:

a) Se aplica el método de integracion por cambio de varia-
ble o sustitucion.

e=t=>x=Int

e =t

dt
x = —
i t

Luego hay que hacerla por partes.
La integral es:
—e“ cos € +sen e + k
b) Parax=0,y=0
—e’cose’+sene’+k=0
—cos | +sen | +k=0

k=cos | —sen |

EXE] La recta que pasa por los puntos (0, —6) y (I, 0) (obser-

va el dibujo) es la grafica de la funcién derivada segunda
f" de una cierta funcion f: R — R. Se sabe que el origen
pertenece a la curva y = f(x) y que en ese punto la recta
tangente tienen pendiente igual a 3. Determina una expre-
sion de la funcion f

Y =10

VX

Solucién:

f'(x) =6x—6

f'(x) = 3x* — 6x + k,
f0)=3=k =3
fl(x)=3%—6x+3

f(x) =x=3x*+3x + k,
f0)=0=>k,=0

f(x) = x> —3x* + 3x

V¥ X




EX[Y Calcula la integral de la funcién:
f) =

X+ x+ |

X+ x

Solucién:
Se aplica el método de integracién de funciones racionales.
El denominador tiene raices reales simples.
La descomposicion es:
I I

2
xX—x+1+—-
x x+|
La integral es:

L, 1,
X5 txtIn|x]—In|x+ 1| +k
3 2

2

X —x+ 1

E&il Calcula: Jz— dx
X —x-2

Solucion:

Se aplica el método de integracion de funciones racio-
nales.

El denominador tiene raices reales simples.
La descomposicion es:

|++_;
x—2 x+|

La integral es:
x+In|x=2]=In|x+ 1| +k

2

X
EXF] Calcula la integral de la funcion y = -7
X -—
Solucion:
Es la integral de una funcién logaritmica.
|
= In -2 +k
3
Calcula la integral de la funcion y = ——
EXE] Calcula la integral de la funcién y = 42

Solucion:

Es la integral de una funcién trigonométrica.

2 \2
Tarctg7x+k

EEL] Calcula la integral de la funcién f(x) = (x + 1)e*

Solucion:

Se calcula por partes. Se hacen los cambios:

u=x+|
dv = e¥ dx
El resultado es:
| |
iez’( (X + ?) + k

235 Calculajx sen x cos x dx

Solucién:
Se llama I a la integral buscada.
Se aplica la integracion por partes.
u = xsen x
dv = cos x dx

Se obtiene la siguiente ecuacion:
I=xsen2x—Jsen2x—I

Se resuelve la integral trigonométrica que es par en el
seno.

Jsen2x=%J.(l — cos 2x) dx=%x—%sen 2x
Queda:

| |
2l=xsen2x—7x+zsen 2x + k

_ xsen*x | I
I = > 4x+85en2x+k

3x

e
EX[j Calcula J’? dx

€

Solucion:

Se aplica el método de integracién por cambio de variable
o sustitucion.

e€=t=>x=Int
e3x=t3

_d
dx = ;

La integral es:

%ezx—Zex+4ln le* +2| +k

ERd Calcula una primitiva de la funcién f(x) = x In (1 + x?)

Solucién:
Se calcula por partes. Se hacen los cambios:
u=In(l+x%
dv = x dx

El resultado es:

%[(x2+ ) In |+ 1]=x]+k

238 Calculajx\l | +x* dx

Solucion:

Se aplica la integral de una funcién irracional.

%(x2+ VI +x* +k

13. Integral indefinida @



Para profundizar EZH] Calcula la integral de la funcion:

. oo . I
E&E] Calcula tres primitivas de la funcién: fx) = 43
y=¢
Represéntalas. ;En qué se parecen? Solucion:
Solucién: Es la integral de una funcién trigonométrica.
y=¢ —3arctg—3x+k
y=e+2 3 3
y=e-3 AY
EZE] Calcula la integral de la funcién:
/ () = xe™
——’/
A X Solucion:
/ - Se calcula por partes. Se hacen los cambios:
_~ u=x
dv=e™dx

El resultado es:—e™(x + |) + k
Todas las curvas tienen en comuln que son traslaciones

verticales de la integral sin constante. P2 Calcula la integral de la funcion:
- 2x+2
EZl] Dada la funcién: y=
I —x
y = sen x
a) Calcula su integral indefinida. Solucién:
b) Halla la primitiva que pasa por el punto P(r, 3) Se aplica el método de integracion de funciones racio-
nales.

c) Dibuja la funcién inicial y la primitiva que se pide en

el apartado anterior. La descomposicion es:

. S,
Solucion: x— |

a) Jsenxdx=—cosx+ k La integral es:
—2x—41In|x—I| +k
b)—cost+k=3=k=2

y=—cosx+2 EZY] Calcula la integral de la funcion:
) AY I
X) =
fo) =—_7
/\/\ Solucioén:
TN X Es la integral de una funcién logaritmica.
\/V
In|x—= 1] +k
EZLL Calcula:
sz In x dx
EZil Halla la integral de la siguiente funcién definida a trozos: donde In x denota el logaritmo neperiano de un nimero

positivo x
senx six<-|
fx) =4¢€ si—l<x<2 Solucion:

LS .
cosx sixz2 Se calcula por partes. Se hacen los cambios:

Solucié u=lInx

olucion: dv = dx

J- —cosxtk six<-| El resultado es:

f)dx = qe* + k si—l<x<2 x .
sen x + k six=>2 3 In | 3 K

Bloque IIl. Andlisis



EZi Calcula la integral de la funcién f(x) = 2 + x — x*

Solucién:
Es la integral de un polinomio.

X X
-+ 42+
3 2] 2x + k

EZE] Halla una funcién f(x) sabiendo que:

f(=xe

Solucion:

Se calcula por partes; hay que aplicar dos veces el método.

La primera vez se hacen los cambios:
u=x*
dv=¢e"dx
El resultado es:

e (x> —2x +2) +k

dx
x*+4x + 3

EZE] Calcula J.

Solucion:

Se aplica el método de integracion de funciones racio-
nales.

El denominador tiene raices reales simples.

La descomposicion es:
AL R
2 \x+1 x+3

%(In [x+ 1| =1In|x+3|) +k

La integral es:

E&]Y Calcula la integral de la funcién:
f(x) = sen Vx

Usa el cambio de variable Vx =t

Solucion:

Se aplica el método de integracién por cambio de variable
o sustitucion.

Vx =t = x =t = dx = 2tdt
Luego hay que hacerla por partes.
La integral es:

2 sen Vx — 2 Vx cos Vx +k

I
E&il Calcula la integral de la funcién f(x) = —
X

Solucion:

Es la integral de una funcién racional.

_L.'.k
X

EA Haciendo el cambio de variable e* = t, calcula:

Solucion:

Se aplica el método de integracién por cambio de variable
o sustitucion.
e€=t=x=Int

e =
dt
dx = —
t
La integral es:
%(In &= 1| —In|e*+ 1| +k
-2 +3
PEE] Calcula f(x) = J% dx

Solucién:
Se aplica el método de integracién de funciones racionales.
El denominador tiene raices reales simples.

La descomposicion es:

3 2
—Xx—1+—-
x x-—1
La integral es:
I
—=xX—x+3In|x|-2In|x= 1| +k

2

EEL] Calcula la integral de la funcién:
f(x) = x\V5 —x?

Solucion:

Se aplica la integral de una funcién irracional.

_%(S—XZ)VS—XZ + k

EAE] Calcula una primitiva de la funcién:
y=1tgx

Solucién:
Es la integral de una funcién trigonométrica.

—In |cos x| + k

E&{ Calcula J.x3 e’ dx

Solucién:

Se calcula por partes; hay que aplicar dos veces el método.
La primera vez se hacen los cambios:

u=x
dv = xe* dx

El resultado es:
l x2(. 2
7€ x*=N+k

13. Integral indefinida |357



XZ

4-x

E&d Calcula una primitiva de la funcién y =

Solucioén:
Se aplica el método de integracién de funciones racionales.
La descomposicion es:

. | +;_;
x+2 x-=-2

La integral es: —x + In |x + 2| —In [x — 2| + k

EAfJ Utiliza el cambio de variable In x = t para calcular la

integral:
| +Inx*+ (In x)*
dx
x(1 +1nx)
Solucion:

Se aplica el método de integracién por cambio de variable
o sustitucion.

hx=t=x=¢'

Bloque IIl. Andlisis

dx=e'dt
| +2t+ ¢ | +2t+¢
I=J—t e'dt =J— dt=
e(l +1) I+t
| +1)*
=F|—+ttLdt=J(t+ I)dt=%t2+t+k=

=%(Inx)2+|nx+k

EAE] Calcula la integral:
cos x
[ g
sen’ x
Solucion:

Se aplica la integral de la funcién racional.

CoS X |
I=J ; dx=-— otk
sen’ x 2 sen” x




Windows/Linux 'WiR!'S

Practica

Calcula las siguientes integrales:
[264] Jx cos x dx

Solucién:

Ejercicio 264

X-cos (x) dx = cos(x)+x-sen(x)

[265)| Jln x dx

Solucién:

Ejercicio 265

Inxdx = x-In(x)-x

266 sz e dx
Solucién:

Ejercicio 266

X2 - eX dx =» (xZ2-2-x+2)-eX

267 Jex sen x dx
Solucién:

Ejercicio 267

eX.sen(x) _ eX.cos(x)
2 2

e¥ - sen (x)dx =

En los siguientes ejercicios haz la descomposicién en
fracciones simples del integrando y calcula la integral.

2
3x ;2x+3 i
x“+1

]

Solucién:

Ejercicio 268
3x2 +2x + 3
‘/‘27 dx = In(|x2+1])+3-x
X +1
3x2 +2x+ 3
X2 + 1

fracciones_simples( ) = {{3,1},{2-x,x2+1}}

HEJ. 12x + 1 e

x> +x-06

Solucién:

Ejercicio 269
12x + 1
—— dx = 7-In(|-x-3])+5-In(|x-2
‘fx2+x_6 (1-x-3) (1x-2[)
12x + 1
X2+ x-6

fracciones_simples( ) = {{5,x-2},{7,x+3}}

210) J' 3x+5
x*—4x+ 13
Solucién:
Ejercicio 270
X 2
3x+5 3-In(|x2-4-x+13|) 11'“”(5'3)
dx = +
x2 - 4x + 13 2 3
3x+5
fracciones_simples| —— | = 3-x+5x2-4-x+13
_simp (x2_4x+13) {{ ) 1}

2
T J' 5x —221x+ 12 e
X —=7x*+ 11x=5

Solucién:
Ejercicio 271
x3 = 7x2 +11x -

Bx2 - 21x + 12 -1
‘f"i"ﬁ dx = 3:In(|-x+1])+2-In(lx-5])+

5x? — 21x + 12
x3-Tx2+11x -5

fracciunes_simples( ) = {{2,x-5},{1,x2-2-x+1},{3,x-1}}

2
5x°—4x + 3 o

=2+ x=2

e

Solucién:

Ejercicio 272
5x2 - 4x+3
——————— dx = 3:In(|x-2]) +In([x?+1
‘fx3—2x2+x—2 (Ix=2[) +In(] b
5x2 - 21x + 12
x3-Tx2+11x -5

fracciones_simples( ) = {{2,x-5},{1,x2-2-x+1},{3,x-1}}

1
x—1)

Wj(xz—x)(

Solucién:

Ejercicio 273

1 1
‘fm dx = In(|x|)—|n(|—x+1|)—ﬁ

fracciones_simples(

B 2.5, Ax-
(xZ—x)-(x—n) = {{1,x},{1,x2-2-x+1},{-1,x-1}}

13. Integral indefinida



WJX3+1 e

x+ 1
Solucién:
Ejercicio 274

x3 +1 In(|x2+1]) x2
- - 4 +—
‘/xz 1 dx 2 atan (x) 2

3 + 1
fracciones_simples( xz 1 ) = {{x,1},{-x+1,x2+1}}
X

2
x° = 2x

xP—2x+1

e | dx

Solucién:

| Ejercicio 275

3 2 3_y2
x* = 2x X*=X“+2
dx = =In(|-x+1|)+
x2-2x+1 2-x-2

3 - 2
fracciones_simples(—* 2% ) = {{x,1},{~1,2=2-x+1},{~1,x=1}]
x2 = 2x+1
X*-22 11
x=1 (x-1)2

x2=2x+1

Calcula las siguientes integrales:

B [ s

x
Solucién:

Ejercicio 276

| 2
‘/ nx dx = In(x)
X 2

6

e +3

dx

e |
Solucidn:

Ejercicio 277

6
= . X - X
‘[3”3 dx = 2-In{[eX])-2-In([eX+3|)

| s

Solucién:

Ejercicio 278

‘/x']ﬁ dx = In(|=v/x+1+1])=In{|/x+1+1])

Bloque IIl. Andlisis

dx
o [~
ik
Solucién:

Ejercicio 279

Uﬁ dx = 6:In(|[Y/x-1[)+(2-/x+3-3/x%) +6-Y/x

B [l

Solucién:

Ejercicio 280

X%l
e —
‘flxldx 2

[281] J.sen2 x cos x dx

Solucién:

Ejercicio 281

3
‘/.(senx}l2 - cos (X) dx = #

282 J.cos3 x dx

Solucién:

Ejercicio 282

3
‘f(cos X)3dx = —7%";” +sen(x)

[283] Jcosz x dx

Solucidn:

Ejercicio 283

sen(2-x) x
‘4/(&:‘05(:«])2 dx = —*3

Solucién:

' Ejercicio 284

dx — (%+%)-\/2-x—1

. f\f2x-1



@jmdx

Solucién:

Ejercicio 285

af = 2+4
‘/.\M—xz dx =» %+2-asen(%)

]

dx

Solucién:

x*N9 + x?

Ejercicio 286

-1 ....f'x2+g

1
——dx =
‘_/.xz-wi'9+x2 9-x

Eﬂ‘[x”nxdx

Solucién:

Ejercicio 287

xV-In(x) x*
3. e —
‘/x In(x) dx I 16

Hizi]Jlnzx e
x

Solucidn:

Ejercicio 288

/

In(x)
%2

dx

LG
X X

e

289 Je”‘(xz +1) dx

Solucidn:

Ejercicio 289

‘/e“-(xz +1) dx =>» (-x?-2.x-3)-e7*

=

2

1+\/;

Solucién:

dx

Ejercicio 290

/

2

1+4/x

dx = -4-In(|-v/x-1]) +4-y/x

In(ln x)

xln x

dx

Solucidn:

Ejercicio 291
In(In{x)) In(In(x))?
‘/. x-In(x) dx = 2

E2H Calcula la integral:
F(x) = J.(3x2 —4x—1) dx

Halla la primitiva que pase por el punto P(2, 1).
Representa la primitiva obtenida para comprobar
que pasa por dicho punto.

Solucién:

[ Ejercicio 292
| fix) =3x2 - 4x - 1 => x—3-x2-4.x-1

F(x) =/f(x) dx =» x—x3-2.x2-x

| P = punto(2, 1) => (2,1)
Sustituimos el punto P(2, 1)
| resolver(F(2)+k = 1) => {{k=3}}
Lafunciénes:
|F(x) =F(x) +3 => x—x3-2-x2-x+3
| dibujar(F(x), {color=azul, anchura_linea=2})
| dibujar(P, {color = rojo, tamafio_punto = 8})

.tableml @'
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E&K] Calcula la integral:
Jx sen 2x dx

Sustituye la constante £ por los ndmeros: —5, —4,
-3,-2,-1,0,1, 2, 3, 4y 5. Representa la fami-

lia de funciones que obtienes. ;Qué observas en las

gréficas?
Solucién:
[ Ejercicio 293
‘/x - sen (2x) dx = senf-x) - x-co;(Z-x)

sen(2-x) x-cos(2-x)
- 5 + k), —10..10)

aplicar_funcic’m(k — dibujar(

tablerol
WiRIS
DEe e b oEs s Beo |

@\\\\ A \/ |

% A \\5

<4
sas
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E&L) Calcula la integral:
J.sen3 X COS x

Sustituye la constante £ por los ndmeros: —5, —4,
-3,-2,-1,0,1,2, 3,4y 5. Representa la fami-
lia de funciones que obtienes. ;Qué observas en las
graficas?

Solucién:

" Ejercicio 294
4
(sen (x))? - cos (x) dx = %
tablero(punto(0, 0), 12, 12);

sen[x}

aplicar_funcién(k ~ dibujar( + k, {color = rojo, anchura_linea = 2}), -5..5);

Todas las curvas tienen en comin que son traslaciones verticales de la integral sin constante.
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